laufszeiten sich nicht wie die Quadrate der Halbachsen verhalten.
Nun wird ein moderner Mathematikunterricht dem Schiiler zum
BewnBtsein gebracht haben, daB durch Ubergang zu den Log
arithmen nicht nur Rechenoperationen, sondern damit auch funktio-
nale Beziehungen vereinfacht werden konnen. Wihrend z B. die
Gleichungen y = 2%, z -y = 1 die bekannten krummen Linien dar- 3,50
stellen, sind log y = 2 log z und log  + logy = O lineare Gleichungen
zwischen den Logarithmen und die graphischen Darstellungen, in
denen die Logarithmen der s als Abszissen und die Logarithmen der
zugehorigen y als Ordinaten auftreten, sind gerade Linien. Eine
derartige Vereinfachung tritt ein, wenn die beiden Verdnderlichen
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Die Aufsuchung gewisser Gesetze nach graphischer Methode und 727 i
die Verwendung des logarithmischen Koordinatenpapiers, !
!
Von P. Luckey in Elberfeld. |
Mit 2 Tafeln. 1
i !
Die Tabelle 1, die z. B. aus Schiilkes Tafel vierstelliger Log- 1
arithmen zu entnehmen ist, zeigt, daB die Umlaufszeit (7') der Planeten i :
i ST a el L St o ol o) s ey i
R 3 N , b
Halbe groBe : | no
Achse (a) 0,3871|0,7233| 1 1,524:i 5,203 9,639 19,19i 30,07 I |
e 2 b e - — . t ”
Siderische . ! :
Umleufszeit in | 0,2408 0,61562| 1 1,881 111,86 129,46 (84,02 1648 !
Jahren (1) ' 1 !
- 138 ) I
mit der Entfernung von der Sonne (halbe groBe Achse a) wiichst, und L T e R T T et ™ ] |
reizt zu untersuchen, nach welchem Gesetz dies erfolgt!) Der Schiler wh et i S ma s A n s sanat LT | ]
kann die groBen Halbachsen a als Abszissen, die zugehdrigen Um- A ' ! !
laufszeiten 7' als Ordinaten nach einem geeigneten MaBstabe zu einer Erd- —_ | ; i
graphischen Darstellung zusammentragen, Hierzu ist ein groBer =y : | |
Zeichenbogen zu wihlen, andernfalls miissen die beiden ersten oder Lrs7 | I
die beiden letzten Planeten fortgelassen werden. Die Kurve, die sich el b ot b | |
nach dem AugenmaB durch die acht Punkte legen laBt, erinnert den t I
Schiiler an eine Parabel; er kann aber leicht feststellen, daB die Um- ! I
P el | | ————— —— — l l
|
. :
: s
! |
; !
! |
' 1
|
| |
I,
|
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durch keine anderen Operationen als Multiplikation, Division, Poten-
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k I
zierung und Radizierung zusammenhiingen. \ : ey
1) Nachtriglich verdanke ich Herrn Direktor Dr. Schilke in Tilsit die L I 3
Mitteilung, daB er zuerst 1896 die Aufsuchung des dritten Eepplerschen Ge- | i
setzes mit Hilfe von Logarithmen vorgeschlagen hat. (Diese Zeitachr. XXVI, 3l YL
8. 247) gl - 2 3
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Viele Naturgesetze driicken sich durch diese und nur durch diese
Operationen aus, und es erscheint daher nicht auvssichislos, die Log-
arithmen zu den Werten von @ und I anf ihren Zusammenhang zu
untersuchen. Die graphische Darstellung, in der die {aufzuschlagenden)
Logarithmen der a (Tabelle 2) als Abszissen, die Logarithmen der T

Tabelle 2.
v sl maal Al o] or [We
log [ 0,5878—10,8593—1 0/0,18300,7162 10,9795 1,2 31[1,4781
logT|03816—1|0,1800 — 1 0 0,2744 | 1,0741 14692 1,9244 |2,2170

als Ordinaten gezeichnet werden, ergibt eine durch den Nullpunkt ge-
hende gerade Linie mit dem Richtungsfaktor ;. Jetzt zeigt die Tafel 2
noch genauer, daB wirklich

log T'=2%loga

ist. Hieraus folgt durch Riickkehr zu den Numeri das dritte Kepp-

lersche Gesetz X
T == al,

In der genannten Logarithmentafel sind die entsprechenden Ta-
bellen fiir einige Kometen und fiir die Jupitermonde enthalten. An
gie 1Bt sich dieselbe U'bung ankniipfen. Fir die Kometen ist zuniichst
@ als arithmetisches Mittel der dort angegebenen Entfernungen in
Sonnennihe und Sonnenferne auszurechnen. Bei den Jupitermonden
erhdlt man als Kurve fiir die Logarithmen zwar eine gerade Linie mit
dem Richtungsfaktor §, aber diese geht nicht durch den Nullpunkt, da
die gewihlten Langen- und Zeiteinheiten, eine Million Kilometer und
Tag, dem System fremd sind. Die Schiiler kommen selbst auf den
Gedsnken, die halbe groBe Achse der Bahnp eines beliebigen der Monde
als Liéngeneinheit und did zugehorige Umlaufszeit als Zeiteinheit zu
wihlen. Wird aber diese Umrechnung, die natiirlich mit den Log-
arithmen vorzunehmen ist und sich dann als Verschiebung des Koor-
dinatensystems erweist, nicht vorgenommen, so ist es eine gute Ubung,
die Gleichung der nicht durch den Nullpunkt gehenden Geraden aufzu-
finden. Das dritte Kepplersche Gesetz erscheint dann mit einer multi-
plikativen Konstanten.

Das angegebene Verfahren der Aufsuchung eines Gesetzes kaun
in der Physik in vielen Fillen angewandt werden. Im Klassenunter-
richt und erst recht in Schiileriibungen sucht man nicht mehr, wie es
wohl der alte Demonstrationsunterricht liebte, die Versuche oder gar
den Bau der Apparate so einzurichten, daB miglichst einfache, wohl
gar ganze Zahlen als Beobachtungsergebnisse herauskommen, aus
denen dann dem Lernenden das Gesetz zozusagen in die Augen springt.
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Die methodischen Bedenken solcher allznsehr zurechtgemachien Ver-
suche brauchen nicht erdrtert zu werden. FErfahrungsgemiB fillt es
dem Schiiler aber nun anfangs schwer, aus einer nicht zubereiteten
Zahlenreihe ein Gesetz zu erkennen, und sei dies auch eine einfache
Proportionalitit. Es miissen also Methoden gesuch und~geiibt werden,
nach denen der Schiler unhekannte Gesetze aus den Zahlenreihen in-
duzieren kann, ohne daB der Lehrer den entscheidenden Ruck gibt,
etwa durch die Aufforderung: Bilde die Quadrate der Stromstirken
und vergleiche sie mit den “entwickelten Warmemengen! Das oben
- angegebene Verfahren fiihrt insbesondere in den zahlreichen Fillen
zum Ziel, in denen eine GréBe dem Quadrate einer andern direkt oder
umgekehrt proportional ist.!)

Wenn man in dieser, durch das Aufschlagen der Logarithmen
immerhin etwas miihsamen Weise einigemal vorgegangen ist, auch
eine Eichung der Koordinatenachsen suf die Logarithmen wenigstens
der ganzen Biner und der ganzen Zehner hat vornehmen lassen, kann
man einen Schritt weiter gehen und unmittelbar die Numeri an die
Eichstriche schreiben lassen. SchlieBlich kann man die fuBerst be-
quemen logarithmischen Koordinatenpapiere benutzen lassen.
Da die Verwendbarkeit dieser Papiere besonders fir die graphische
Auswertung von Beobachtungsergebnissen und fiir die graphische
Losung von Aufgaben mehr Beachtung verdieut, als ihr anscheinend
bisher geschenkt wurde, sei hieriiber einiges mitgeteilt. Das logarith-
mische Papier wird in verschiedenen EinteilungsmaBstiben und For-
maten von der Firma Carl Schleicher & Schiill in Diiven in den Handel
gebracht. (Die Firma stellt auch Papiere her, auf denen die eine
Koordinatenachse logarithmisch, die andere gleichmiBig geteilt ist,
auf denen sich also die Exponentialkurve oder der Logarithmus, also
auch z. B. die Darstellung der Hohe als Funktion des Luftdrucks, zu
einer geraden Linie streckt.) Erstrecken sich die héchsten Stellen
der auf einer Koordinatenachse darzustellenden Zahlen iiber mehrere
Wertstellen, wie in Figur 1 iiber Einer und Zehner, so ist ein Format
mit entsprechend vielen logarithmischen Einheiten (hier 2) zu ver-
wenden; haben dagegen die Ziffern vom hichsten Stellenwert alle den-
selben Stellenwert, so empfiehlt sich, wie in Figur 2, ein weitmaschigeres
System mit nur einer logarithmischen Einheit.

Um den Schiiler mit der Benutzung des Papiers vertraut zu
machen, kann man ithn zunichst auf einer Abszissenachse, die mehrere
solche logarithmische Kinheiten nebeneinander hat, Multiplikationen,
Divisionen, Potenzierungen und Radizierungen vornehmen lassen. Diese
Operationen sind mit dem Stechzirkel ausfiihrbar als Anfragungen,

1) Zu dem nun folgenden Teil meines Aufsatzes regte mich eine Vor-
lepung iiber graphische Methoden an, die Herr Privatdozent Dr. Timpe auf
dem letzten mathematisch-naturwissenschaftlichen Fortbildungskursns in Miinster
hielt,
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Abtragungen, Vervielfaltigungen und Teilungen von Strecken, die stets
vom Anfangspunkt 1 aus zu messen sind. Fiir die Multiplikationen
und Divisionen wird sich der Schiiler bald einen beweglichen logarith-
mischen MaBstab von dem Papier abschneiden, der nichts anderes ist
als die Zunge des Jogarithmischen Rechenschiebers. Uberhaupt werden
diese Ubungen auf dem festen Zeichenbogen eine gute Voriibung fiir
die Benutzung des Rechenschiebers sein. Gegenlber der sofortigen
Benutzung des Rechenschiebers besteht fir die erste Einftibrung ein
Vorteil darin, daB mehrere logarithmische Einheiten nebeneinander
gezeichnet daliegen und so der Schiiler ruhig in eine benachbarte
logarithmische Einheit hiniiberrechnen kann, wenn die Anfgabe eine
Erhohung oder eine Erniedrigung des Stellenwertes der hiichsten
Stelle mit sich bringt. Als weitere Ubung ziehe der Schiiler durch

“den Anfangspunkt eine gerade Linie mit ganzzabligem Richtungs-

faktor. Er kann dann sehr einfach graphisch potenzieren, indem er
zu gegebenen Abszissen die Ordinaten, und radizieren, indem er zu
gegebenen Ordinaten die Abszissen zeichnet. Dann ist er hinreichend
vorbereitet, um eine Aufgabe wie die im Anfang dieses Aufsatzes ge-
stellte zu l5sen.

Von den beiden erwibnten Figoren stellt die erste das dritte
Kepplersche Gesetz fir die Planeten von der Erde bis zum Uranus
und fiir die sechs Kometen dar, fiir die Schiilke die Daten angibt,
Die zweite Figur ist folgendermaBen entstanden zu denken. Versuche,
die elwa in Schiileribungen angestellt wurden, mdgen die in der fol-
genden Tabelle zusammengestellten Ergebnisse gebracht haben:

% Pendeﬂiiﬁge 4 U
in m

03 (05 (07 {08

Schwingungszeit £
in sec

1,1 (1,42 1,67 1,79

Werden diese Ergebnisse in das logarithmische Koordinatensystem
eingetragen, so sicht man, daB die erhaltenen vier Punkte auf ejner
Geraden liegen, die zu ziehen ist. Aus der so gewonnenen Darstellung
kann man z. B. entnehmen, daB ein Pendel von 0,66 m Linge eine
Schwingungszeit von etwa 1,62 sec haben mub, oder umgekehrt, daB
z. B. zu einer Schwingungszeit von 2 sec eine Pendellinge von un-
gefahr 1 m gehort (Sekundenpendel), dagegen das Halbsekundenpendel
{t = 1sec) etwa 24,8 cm lang sein muB. Weiter 1iBt sich mit dem
Stechzirkel feststellen, daf der Richtungsfaktor der Geraden ! ist.
Demnach sind die Schwingungszeiten den Quadratwurzeln aue den
Pendellingen proportional:

t=AYI,

wo A eine Konstante ist. Wir sahen schon, daB fiir I = 1 m die
Zeit ¢ rund gleich 2 sec ist, daB also die Konstante 4, die als Ab-
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schnitt der iiber der Stelle 1 m der Abszissenachee errichteten Ordinaten-
achse auftritt, rund gleich 2 ist. DaB in Wirklichkeit die Konstante
den Wert

AR O ”
Vo

hat, kann natiirlich nicht gezeigt werden; doch sieht man, wenn man
mit dem Stechzirkel die Strecke g = 9,81 halbiert, daB der Wert von

Vg nahezu auf die Stelle z = 3,14 fallt, daB also =: Vg angenihert
gleich 1 ist,

Die Verwendung von Vektoren fiir die elementare Behandlung -
von Aufgaben aus der Mechanik, inshesondere der Mechanik
des Himmels.

Von E. Houneuans in Landsberg a. W.

Mit § Figuren im Text.

In den meisten Lehrbiichern der Physik wird darauf hingewiesen,
da8 der Satz vom Parallelogramm der Krifte einer Erweiterung und
Veraligemeinerung fahig ist, sofern Krifte,Verschiebungen, Geschwindig-
keiten und Drehungen, iberhaupt alle gerichteten GriBen durch Strecken
dargestellt und geometrisch addiert, d. h. durch Aneinanderfiigen nach
Richtung und GréBe zu einer Resultierenden vereinigh werden kénnen.
Anwendungen dieses Verfahrens, das in der modernen theoretischen
Physik, ins Rechnerische iibertragen, als Vektoranalysis eine so groBe
Bedeutung erlangt hat, finden sich in den fitr die Schule bestimmten
Lehrbiichern selten, obgleich die Vektormethode sich durch Anschau-
lichkeit auszeichnet und in vielen Fillen das uniibersichtliche, ein
rechtwinkliges Koordinatensystem zugrunde legende Verfahren wesent-
lich zu vereinfachen imstande ist.

Am hiufigsten wird noch der Hamiltonsche Hodograph bei der
Ableitung der Gesetze der Kreisbewegung angewendet, und die Max-
wellsche Ableitung des Gravitationsgesetzes aus den Keplerschen
Gesetzen (Maxwell, Substanz und Bewegung. Verl. v.Vieweg u. Sohn),
die ebenfalls die Hodographenmethode benutat, ist in einige Lehr-
biicher der Physik, z. B. in das bekannte von Héfler, ilbernommen
worden.

Im folgenden soll an einigen bekannten Aufgaben aus der Mecha-
nik gezeigh werden, wie anschaulich gich durch Verwendung von Vek-
toren die Untersuchung mancher Bewegungsvorginge gestaltet, und
wie man durch sie imstande ist, an die Stelle von Integrationen elemen-
tare Summationen zu setzen.
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1. Der schrige Wurf.

Sttlallt in Figur 1 4 B = ¢ nach Richtung und Gréfe die Anfangs-
gfzfichwmdigkeit eines unter dem Winkel e schriig aufwirts geworfenen
Korpers dar, BC = gt den in der Zeit ¢ infolge der Erdbeschleuni-
gung g hipzukommenden Geschwindigkeitszuwachs in vertikaler Rich-
tang, 8o ist 4 C = v nach Richtung und GriBe die in der Zeit { er-
langte Geschwindigkeit. Sie #ndert sich wie der Vektor 4 C, wihrend
C auf der Senkrechten A F hinabgleitet, und erhilt ihren kleinsten
Wert, wenn AC = AE und horizontal gerichtet ist, der Korper also
ﬁlf; g{;‘.ﬁﬁig Hiill:e elc'lreicht. In gleichen Zeitabstinden von diesem Moment

at die Geschwindigkeit gleiche Werte und glei i
die Horizontale. De§Zusa§3menhang AT
zwischen der Anfangsgeschwindig- &
keit ¢ und der Geschwindigkeit nach Wy
der Zeit ¢ ergibt sich im A ABC: e
vi=¢ + g** — 2g¢ sin @

Da die Geschwindigkeit in Rich-
tung der Vertikalen gleichférmig
wichst, so ist fiir die Zeit ¢ der
mittlere Geschwindigkeitszuwachs
AD =4{BC =1%gt, also die ,mitt-
i?; Ge;cgwindigkeit“ AD gleich der geometrischen Summe von
A" inADI.)t’ fx;logr:us der in der Zeit ¢ durchlanfene ,mittlere Weg*

Die Vertikale durch F schneide die Horizontale in H, die Ver-
lingerung von A Bin G. Damn ist AG = ctund GF — BD ¢ =} g¢?
AF ist also die geometrische Summe des in der Anfangsrichtungsnnci
mit der Anfangsgeschwindigkeit zuriickgelegten Weges A (@ und der
Fallstre(%ke G F. Sowohl durch die mittlere Geschwindigkeit wie durch
geometrische Addition der Wege erhilt man also denselben Punkt der
Flugbahn. Der Zustand der Bewegung in diesem Punkte ist gegeben
durch die Strecke F.J, die nach Liinge und Richtung gleich dem Ge-
schwindigkeitsvektor AC ist.

Alle Aufgaben tiber die Wurfbewegung, in denen neben g drei
der Sti‘tcke‘c, o, t, v und B, der Winkel zwischen der Richtung der
E_ndgeschwmdigkeit und der Horizontalen, gegeben sind, wozu noch
die Komponenten z und y des Weges kommen, lassen sich mit Hilfe
der erlduterten Figur konstruktiv und rechnerisch losen. Dieses In-
emandergreifen von geometrischem und analytischem Verfahren ist
zweifellos didaktisch von groBem Werte.

Wichtig fiir die Einfiihrung in das Energieprinzip ist der Nachweis
dabB he} der Wurfbewegung die Summe der kinetischen und potentiellen’
Energie unveriinderlich ist: Im Punkte Fist, wie sich ans A A EC ergibt,

v¥ ¢t cos® e 4 (e 8in & — gt)? = ¢ — 2 gt sin & 4 $2F°

Zsitschr. £ mathem. u, naturw. Oaterr, XLV . 3 )

Fig. 1.



