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Tabit b. Qurra’s Buch iiber die ebemen Somnenubren.

Von P. Luckey in Titbingen.
{Eingegangen 6. 4. 1937).

1. Die sphirischen Polarkeordinatensysteme
nnd ihre Transformation.

Im Folgenden soll hauptsiichlich von demjenigen Meil des von
Herrn Garbers bearbeiteten und herausgegebenen Textes) die Rede
sein, den der Herausgeber (S.11) ,den Hauptteil, die eigentliche Ab-
handlung® nennt. Diesen von I bis 822) reichenden Teil wollen wir
mit T hezeichnen. Um einen Uberblick iiber die vielen von Tabit ge-
gebenen Berechnungsvorschriften (‘Formeln’) zu gewinnen, versuche ich
den wesentlichen mathematischen Inhalt der Schrift mit modernen
Mitteln auszudriicken.

Wir unterscheiden 3 sphiirische Polarkoordinatensysteme:

1. Das System H des Horizonts. Es ist das naturgegebene Grund-
system.

2. Das System 4 des Aquators?).

3. Das Uhlrsystem U, d. h. das System, in dessen Grundkreis die
Ubrebene (‘der Uhrkreis') gelegt werden soll.

) Bin Werk Tabit b. Qurra's iiber ebene Sonnenuhren (O‘a ezl O«Mg- & iy

H s s _ -
\'.TJLaL.é-) e SV elelaadt el g 3;5) heraunsgegeben, ibersetzt und erliutert von
Karl Garbers. Quell u. Stud. 2, Gesch. d. Math., Astr, u. Phyaik, Abt. A: Quellen,
4. Band, Berlin 1936.

Bemerkungen von Prof. Neugebauer fibrter zur Verbeagerung verschiedener Stellen
der vorliegenden Arbeit und der Figuren. Prof, Littmann in Tihingen half mir bei
den arabischen Zitaten des vorletzten Abschnitts, und Prof. Paret in Heidelberg ging
mit mir den letzten Abschnitt durch. Dr. Raff von der Universititsbibliothek in Tabingen
gab stets Rat und Hilfe bei der Beachaffupg der Literatur, Ich schulde diesen Herren
grofiten Dank.

) In der Bezeichnung 62, 8 soll 62 die Manuekriptseite, 3 die von oben gezihlte
Zeile dieser Manuskriptseite in der Ausgabe von Garbers bedeuten, In 62, -2 be-
deutet -2 die zweite Zeile von unten. Da die Manuskriptseiten bei Garbers in der
Regel etwa 8 Zeilen haben, findet man die ungefihre Stelle in der Ubersetzung leicht
durch Eingchaltung nach dem Augenmaf,

%) Was ich hier ‘System des Aquators’ nenne, dreht sich nicht mit der Fixstern-
sphire, sondern ist mit dem System des Horizonts fest verbunden.

Quellen u, Studien Math, B, 8d. 4. T
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a8 P.Luckey

Die Lage jedes der beiden Systeme 4, U; in bezug auf das Grund-
system H ist in der aus der folgenden Zusammenstellung ersichtlichen
Weise gegeben. Diese Zusammenstellung enthilt anch die iibrigen
eingefiihrten Bezeichnungen.

1. Grundsystem.

System kAzimutbogen Hithe E Grundkreis

Fii I a ! h i,@:Horizont

i
2, Bystem des Aquators.
System | (Azimutbogen) ] (Hahe) E Grundkreis
4 P = 8 = | % = Himmelsdquator. Sein nirdlicher
Stunden- | Dekli- Pol liegt in der Héhe ¢ iiber dem
hogen nation Nordpunkt des Horizonts.
8. Ukrsysteme (Fig. 1).
System Azi{nutbogen Hohe qullﬂqinieis {Uhrkreis)
U =H a=a n,=h | K, =9 = Horizont
U, o, | 7 | K, = Meridian
U, oy Ty K, == Ostwestkreis (1. Vertikal)
o, a, T, K, senkrecht zu K, mit der Neigung
a,*) gegen K%
U, o, T, K, senkrecht zu K, mit der Neigung
a,’) gegen K,
U, oy 7, K, senkrecht zu K, mit der Neigung
- o) gegen K,
T, a, Ty K, senkrecht zu K, mit der Neigung
aﬂ 6) gegen Kﬁ

Auch Tabit bezeichnet o, als den Azimutbogen in der betreffenden
Sonnenuhr. 7, bezeichnet er fiir i = 1 als die Hohe, fiir die iibrigen
Systeme als den Bogen, der in det betreffenden Sonnenubr die Stelle
der Hihe einnimmt.

Die Ulrkreise X,, K,, K, fallen in die Hauptebenen des Grund-
systems, die Uhrkreise K,, K,, K, gehen durch dessen Achsen. Das
Uhrsystem U, stellt den allgemeinen Fall dar. Tabit selbst kenn-

) heifit bei Garbers §

) K, hat gegen K, die Neigung a;* soll bedeuten: die Ebene von K, bildet mit
derjenigen von X, nach der einen oder der anderen Seite den spitzen Winkel ag

%) 90%—aq, heifit bei Garbers L.
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zeichnet die Lage von U,
zum Grundsystem H auvch
unabhiingig von den vorher-
gehenden Uhrsystemen da-
durch, dafi er (62, 38) sagt,
der hochste Punkt von K,
sei durch sein Azimut (a,)
und seine Hohe (g,) im Sy-
stem H des Horizonts ge-
geben.

Auch die Nullpunkte
des Stundenbogens ¢ und
der Azimutbigen «, werden
mit Hilfe desSystems H fest-

Tigur 1, Die Uhrkreise, gelegt. In H selbst dienen
hei der Berechnung der Horizontaluhr (System @) als Nullpunkte fiir
die Azimute der Siid- und der Nordpunkt des Horizonts, sonst aunch
der Ost- und der Westpunkt. Um ein einheitliches Bezeichnungs-
system zu erhalten, bezeichne ich mit «, = ¢ das vom Ost- oder.
Westpunkte aus gemessene Azimut. In den von Herrn Garbers
entsprechend dem Text gegebenen Formeln ist dann ¢ durch 90°—a
zu ersetzen, wo die Azimute vom Nord- oder Sidpunkte aus gemessen
sind. Bei 4 und den Uhrsystemen U, bis U, werden die Azimute
vom hochsten oder tiefsten Punkte des Uhrkreises ans gemessen. Hier-
nach wire in Herrn Garbers’ zweiter Formel zu 27 das Azimut a,
durch | za,| zn ersetzen.

Ebenso wird der Sinn, in dem die Koordinaten gemessen werden,
auf das Grundsystem H bezogen. Er kann stets durch Ausdriicke wie
z. B. ‘auf’ oder ‘nach der Ostseite’ (nimlich von der Mittagslinie}, oder
z. B. ‘auf derselben Seite’ (vom Aquator) ‘wie die Ortsbreite’ gekenn-

. zeichnet werden. Hierdurch und durch die Wahl von 2 diametral

gegeniiberliegenden Nullpunkten auf ein- und demselben Azimutkreis
wird erreicht, daf in der Regel alle Koordinaten = 0 und = 90° sind.
Der Durchmesser durch die beiden Nullpunkte eines Azimutkreises
heifle Nullinie.

Die erste Hauptaufgabe der Schrift ist:

Fiir einen Ort von gegebener Breite ¢ sind aus den
sphiirischen Koordinaten ¢ & der Sonne im System des
Aquators ihre sphidrischen Koordinaten o, % in bezug
auf ein Uhrsystem U; von gegebener Lage zu berechnen.

Oder: Das sphiirische Koordinatensystem 4 = (¢, 8) ist
in das sphédrische Koordinatensystem U, = («, %) zu trans-
formieren,

7*
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93 P.Lucekey

Eine solehe Transformation sei mit 4 — U, oder U, <« A4 bezeichnet.

Die zweite Hauptaufgabe ist folgende:

Gegeben sind die sphidrischen Koordinaten «, %, der
Sonne im System U, TIerner ist gegeben die Lage der
Gunomonspitze P, iber der Ebene des Kreises K, (z. B. durch
den Fufipunkt und die Liinge s des Gnomons, wenn dieser senkrecht
anf der Ebene von K, stehen soll). Gesucht ist der Ort des
Schattens von P, in der Ebene von K,

Die dritte Hauptaufgabe lautet:

Den Ort des Schattens von P, in der Ebene von K, aus
demjenigen von P;in der Ebene von K, zu bestimmen.

Die erste Haunptaufgabe l6st Tabit durch Ausfithrung folgender
Transformationen:

Erste Abteilung:

AU, AU, | AU,
(K, schief zu ) : (K, ~ %) | (K, schief zu %)

Zweite Abteilung:
[v=v, | v=0, | 0,70, |
Dritte Abtetlung:

[ U.-U, | U0 | U0, |

Vierte Abteilung:

Die hier als ‘erste Abteilung' bezeichnete Zusammenstellung von
Transformationen scheidet sich dadurch scharf von den folgenden, dafl

die Koordinaten der drei Uhrsysteme — es sind die Systeme der.

Horizontaluhr, der Morgen-und-Abenduhr und der Mittagsuhr — un-
mittelbar aus den gegebenen Griflen ¢, ¢, 8 berechnet werden. Von
der zweiten Abteilung ab wird ein ganz neuer Gedanke wirksam,
Ein Uhrsystem wird jetzt aus einem anderen abgeleitet. Derjenige,
der znerst diesen klugen Gedanken hatte, sei es Tabit, sei es einer
seiner Vorgiinger, wo immer diese zu suchen seien, mag etwa folgendes
mehr oder weniger klar erkannt haben: Unter den 3 Transformationen
der ersten Abteilung ist eine leichtere, d. h. eine solche, die auf leich-
tere Rechenvorschriften (‘Formeln') fithrt, nimlich die Transformation
A U,, bei der die beiden Grundebenen aunf einander senkrecht stehen.
Die beiden anderen, bei deren jeder die beiden Grandebenen schief zu
einander stehen, haben kompliziertere Berechnungsvorschriften, Ferner
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mag ihm, etwa bei dem Versuch, die Systeme U, U, U, abzuleiten,
in irgend einer Weise zum BewuBitsein gekommen sein, dafl das System
A seinem mathematischen Wesen nach auch nichts anderes sei, als ein
solches Ubrsystem, ndmlich ein System von der Art U,%). S¢ war denn
der (Gedanke da, Uhrsystem aus Ubrsystem abzuleiten, ebenso wie
frither ein Uhrsystem ans dem System 4 abgeleitet wurde, und dabei
war es dann praktisch, immer eine Transformation der leichteren Axrt
zu wihlen, d. h. eben e¢ine solche, bei der die nene Uhrebene auf der
alten senkrecht steht. Daf Tabit diesen Vorteil bewuBt ansnutzt,
zeigen seine Bemerkungen 50,2 bis 51,3. Als ganz besonders einfach
erweisen sich unter diesen Transformationen der leichteren Art die-
jenigen Transformationen 7T, bei denen, wie bei der Transformation
U,— U,, die Nullpunkte der Azimutskalen des alten und neuen Sy-
stems auf der Schnittgeraden der beiden Uhrebenen X, und K, zu-
sammenfallen. Hier liegt eben nur eine %0°%Drehung des Systems am
die Nullinie der Azimutebene vor, Wo das nicht der Fall ist, wie
z. B. bei U, U,, ist vorher das alte Uhrsystem (U,) um die Ver-
bindungslinie seiner cigenen Pole zu drehen, bis die Nullinie seiner
Azimutebene in die Schnittgerade dieser alten mif der neuen Azimut-
ebene fdllt. Das ist die lineare Transformation z. B. der «, in o, X g,
die uns in der Formel zu 52 entgegentritt. Oder es ist auch nachher
das neue Uhrsystem um die Verbindungslinie seiner eigenen Pole so
zu drehen, daB die Nullpunkte des neuen Ulrkreises zum hichsten und
tiefsten Punkte dieses Kreises werden, wie dies z B. 21, —2 bis 22, 3
im Text geschieht.

Tabit ist also schliefilich imstande, die Transformationen der un-
angenehmen Art A - U,, A— U, ganz zu vermeiden, und jedes System
der Gruppe durch Zosammensetzung aus Transformationen der bequemen
Art zu gewinnen. Z. B. ist AU, = 4 U, U,, und das Uhr-
system allgemeiner Lage U, konnte erhalten werden durch die Trans-
formationen 4> U, ~ U, - U, — U,

‘Wir diirfen einem mittelalterlichen Mathematiker nicht leichtfertig
moderne Gedanken unterschieben. Die Konsequenz aber, mit der
Tabit bei der Zusammensetzung der Transformationen vorgeht, zeigt,

7} Allerdings enthilt diese Schrift des Tabit keinerlel Hinweis auf den Sonderfall
der antiken Uhr, deren Blene derjenigen des Aquators parallel ist, und deren Gnomon
wie der Polos der abendlindischen Ubr die Richtung der Weltachse hat. Das ,Buch
iiber die Sehatteninstrumente® von Tabit's Enkel [Lrahim b. Sinin b. Tébit hat nach
M. Krause (diese Ztachr. B3, 1936, 8. 461) ein Kapitel Il mit der Uberschrift |, Tber
das Ingtrument, bei dem der Schatten nicht linger und nicht kirzer wird“. Bisher habe
ich noch keine Kopie dieser Handschrift, deren Untersuchung fur die Klirung der
Fragen, die Tabit’s Schrift aufhommen lifit, nitzlich sein kénnte. Die Hoffnung freilich,
hier Beweise zu ‘Libit’s unbewiesenen Formeln zu finden, dirfte nicht groB sein.
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100 P.Luckey

daB er efwas von dem angewandt hat, was wir Gruppenbegriff nennen.
Er hat erkannt, daf er schwierigere Transformationen aus einfacheren
zusammensetzen kann. Natiirlich branchen wir nicht anzunehmen, daf
er sich seine Transformationen als Bewegungen, als Drehungen aus
der alten in die neue Lage vorgestellt habe. Auch bleibe dahingestellt,
ob er seine Formeln stets neu entwickelte, oder soviel Uberblick hatte,
daf er mutatis mutandis die neuen Formeln gleich niederschrieh, Wiy
kommen aof diesen Punkt noch einmal zuriick.

2, Des Ptolemius Schrift ,,Uber das Analemma‘s.

Thren schon angedeuteten scharfen Einschnitt hat die Schrift T an
der Spitze von 33. Wir wollen den Abschnitt vor diesem Einschnitt
mit Ja und den Rest von I mit Ib bezeichnen. In Ta sind die drei
Hauptsonnenuhren, Horizontaluhr, Morgen-und-Abend-Uhr und Mittags-
uhr jede fitr sich aus den gegebenen Werten von o, & ¢ abgeleitet.
Ib bringt die allgemeineren Uhrsysteme U,, U, U, und das allge-
meinste U, und lehrt die oben geschilderte Ableitung der Elemente
der Gruppe durch Komposition aus den bequemsten elementaren Trans-
formationen. Bemerkenswerter Weise ist der Einschnitt durch eine
Basmala gekennzeichnet, d. h. den Spruch ,Im Namen Gottes, des
barmherzigen Erbarmers® {33, 1). Der frommen Zauberkraft dieser
Formel haben sich natiirlich auch die Schriften Tabit's, dieses abtriin-
nigen Sabiers, nicht entziehen kinnen. Je eine solche Basmala (83, 1
u. 89, 1} trennt spiter auch die beiden anderen Teile II und III ab,
die Herr G. (8. 11) als ,zwei kleinere Traktate® anspricht. Hat die
erste Basmala 33, 1 die Bedeutung eines Ordnungszeichens der Stoff-
einteilung, oder kann sie auch historische Bedeafung haben? Freilich
bezieht sich die Einleitung (15 bis 3, —2) auf la und Tb. Trotzdem
ktnnte aber z. B. in der Individualentwicklung Tabit’'s Ib eine spiitere
Hinzufiigung sein, indem ihm sozusagen bei der 2. Auflage die neuen,
in Ib enthaltenen Gedanken gekommen wiren. Oder es kinnte dem
Teil Ta als Vorbild eine Sehrift zugrunde liegen, .die nur die drei
fundamentalen Uhren behandelt, und Ib kdnnte die neuen Gedanken
und Entwicklungen Tabit's oder eines seiner Vorlidufer enthalten. Daf
in Ia die Azimute im Horizont vom Siid- und Nordpunkt auns, in Ib
aber zundchst nach der hei den Arabern?®) iiblichen Weise vom Ost-

%) Unter ,Arabern”,  arabigchen Mathematikern® oder ,Astroromen“ verstehe ich
im Folgenden arabisch schreibende Mathematiker und Astronomen des Mittelalters, Be-
kanntlich waren dic Besten unter ihmen groBeateils Perser und sonstige Angehérige
des iranischen Stammes, z. B, Hwarizmier. Auch Juden waren beteiligt, wie Sanad
(»3ind“) b. "All. Die vélkische Zugehorigheit der Sabier von Ilarrén, za denen Minner
wie Tabit b. Qurra und al-Battini gehdrten, scheint noch nicht genligend geklirt zu
sein, Ibn Yanue gehort einer altberihmten Familie an, deren sagenhafter Ursprung
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und Westpunkt aus gemessen sind, braunchi nichts zu beweisen, da bei
der Horizontalnhr Rechnung und Sinustafel zunfchst das vom Siid-
oder Nordpunkt auns gerechnete Azimut liefern konnte, das aunch fiir
die Konstruktion der Uhr geeignet ist. Auch sind anf den Manuskript-
geiten 57, 58, 54, 60 die Azimute wieder von der Siid- und Nordrich-
tung aus genommen.

Aus der hellenistischen Wissenschaft ist eine Schrift auf uns ge-
kommen, die die Lisung der ersten Hauptaufgabe, nimlich die Be-
stimmung der Bigen a«, und 1, nur fiir die fundumentalen Uhrsysteme
U, U, U, enthiilf, also dem Teile Ta der Abhandlung Tabit's ent-
gpricht. Diese Schrift ist die Abhandlung des Ptolemius iiber das
Analemma. Herr G. hat (8. 3) die Methode dieses Werks erwiihnt,
ohne daranf hinzuweisen, daBl es auch denselben Gegenstand be-
handelt, wie die Schrift des Tabhit.

In der Abhandlung iiber das Analemma?®) zeigt Ptoleméus die Be-
stimmung der gesuchten BSgen nach 3 Methoden:

1. durch darstellende Geometrie,
2. durch Rechnung,
3. durch ein Nomogramm, das ‘Analemma’.

Leider kommt es immer wieder vor, dafi solche, die iiber dieses
Werk schreiben, nicht aus ihm selbst schipfen, sondern nur aus dem,
was v. Braunmiibl ) und Zeuthen'?) dariiber geschrieben haben. Dies
ist gewthnlich schon an immer wiederholten Irrtiimern und zn weit
getriebener Modernisierung der Darstellung erkennbar. So meinen
manche mit v. Braunmiihl, Ptolemidus babe nur ein graphisches
Verfahren mitgeteilt. Oder man benutzt mit Zeuthen zur Deutung
der rechnerischen Methode des Ptolemius Tangensfunktionen. Auch
wurde in neuester Zeit noch einmal der Trrtum wiederholt, die latei-
nische Ubersetzung des Wilhelm von Moerbeke, die auch jetzt noch
unsere einzige Quelle fiir den groBten Teil der Schrift ist, sei eine
Ubersetzang aus dem Arabischen. In Wirklichkeit hat Moerbeke aus
dem Griechischen tibersetzt.

J. Heiberg *) hat bekanntlich nicht nur den Text des Wilthelm
navchidem i’;men verlegt wird. In neunerer Zeit spricht men auch von o muslimischen*

oder yislamischen® Mathematikern, weil sic im Bereich des Islam ihre Werke schufen,

9) Niheres tber das Analemma, auch Angabe der wichtigeren Literatur, bei
P, Luckey, Das Analemma von Ptolemius. Astronom. Nachr, 230 (1927), Sp. 17—46.

0y A. v, Braunmithl, Beitrdge zur Geschichte der Trigonometrie. Abh. d. Kais.
Leop.-Carol. Deutschen Ak. d. Naturf, 71 (1898), Nr. 1. — A. v. Braunmithl, Vorles.
dther Gesch, d. Trigonometrie, I, Leipzig 1900,

1y H, G. Zeuthen, Note sur la trigonométrie de l'antiquité. Bibliotheca mathema-
tica, 8. Folge, 1 (1000), 8. 20.

1y Claudii Ptolemaei opera, Vol 1I. Opera astronomica minera, ed. J. L. Heiberyg,
Teipzig 1907, 8. 187—223. Siehe auch J. L. Heiberg, Abh. z Gesch. d. Math. V,
8. 3~—4 und VII 8. 1-—80.

147



102 P, Luckey

von Moerbeke bequem zuginglich gemacht, sondern auch einen Teil
des griechischen Textes retten kinnen.

Ptolemdus unterscheidet drei feste Kreise: den Meridian (§ peonp-
Bpwée), den Horizont (6 épifwv) und den ersten Vertikal (6 wata xopogiy
whxrog) und drei durch die Sonne gehende, mit ihr bewegliche Kreise:
den durch die Westostlinie des Horizonts gelegten Hektemoruskreis
(6 &wrfpopog wbuhog), den durch die Nordstidlinie des Horizonts gelegten
Horariuskreis (6 dptafoc xdnhag) und den durch die Scheitellinie gelegten
Descensivagkreis (6 natafatnde ubrhog).

Tdese 6 Kreise dienen zur Bildung von drei Systemen sphirischer
Polarkoordinaten des Himmelspunltes §, die in Fig. 2b fiir den oberen
siidostlichen Oktanten dargestellt sind. Der Vergleich mit Xig. 2¢ und
die folgende tabellarische Zusammenstellung zeigen, dab es im wesent-
lichen die drei Uhrsysteme U, U, U, des Tabit b. Qurra sind.

Koordinaten bei Ptolemius (Fig. 2b).

Uhraystem E Bogen im festen Krels i Bogen im beweglichen Kreis
U =H Horizontbogen Descensivushogen
= g ==, = @ =, = 90°—m, = 90°9—14
7 tob dpilovieg (mepipépeta) N tob ratafattuod
U, Meridianbogen Hektemorushogen
= 4 = 90'—q, — 7 = 90—,
7 tod peanpfptvod 7 tab éxtnpoplon
U, Vertikalkreisbogen Horarinsbogen
=gy m= g m ) == Q00—
; 7 Tod Natd RKopupry 7 10D Gptafon xbxrhov

a;-tz—%ry'zg,?_;é ogen
al} be/ ,oln Allen”® b} der Pholemius ) bel JFbit

Figur 2, Die sechs Bogen.

148

Tabit b. Qurra's Buch iber die ebenen Sonnenuhren 103

Ptoleméius benutzt also fiir die Azimute im Horizont und im
1. Vertikal dieselben Bigen o, und o, wie Tabit. Fiir den Meridian-
bogen dagegen nimmt er das Komplement des von Tabit gewihlten
Bogens. Ebenso nimmt er statt der ,Hohen“ v, deren Komplemente
7 == 90%—w,, die wir im Sinne Tabit's die ,Zenitdistanzen® fiir die
hetreffenden Uhrsysteme nennen konnten. Ptolemiius bestimmt die 6
Bigen abweichend von Tabit in der Reihenfolge uj, 15 % ~— das sind
die Bogen auf den drei beweglichen Kreisen — und a!, a,, o, — das sind
die drei Bbgen auf den festen Kreisen. Wir werden sehen, warum er
die Bogen auf den beweglichen Kreisen vor denen auf den festen
Kreisen bestimmt.

Die Terminologie ist eine andere, insbesondere fehlt auch die An-
gabe, daB af, 7/ im Uhrsysteme U, die Rolle des Azimuts und der
Hihe spielen. Vielmehr ist z B. der Descensivashogen 7] der vom
Zenit ans bis zur Sonne gemessene Bogen auf dem Descensivuskreis,
und dieser wird als der um den Betrag des Bogens o, aus seiner Ruhe-
lage herausgedrehte Vertikalkreis (1. Vertikal) betrachtet. DBetont
wird (Analemmea?), S, 191, Z.9), daff durch Angabe eines Bogenpaares
@, 7 die Lage des zum Gestirn gezogenen Radius bestimmt ist.

Wertvoll ist der kleine Einblick, den uns Ptolemius in das gibt,
was er iiber diesen Gegenstand vorfand. Der Vergleich der Figuren
28 und 2b zeigt, daBl er das von seinen Vorgingern, die er ,die
Alten® (ol mahawof) nennt, verwandte System von Bigen — urspriing-
lich spricht Ptolem#us von den Zentriwinkeln dieser Bogen — durch ein
verniinftigeres ersetzt hat. Hitte uns doch auch Tahit etwas iiber
seine Vorgénger verraten! Den als Koordinatenbogen ungeeigneten
‘Bogen in der Aquatorebene’ (7 & i tob lompeptvod émmédy) hat Pto-
lemiusg durch den Helktemorusbogen ersetzt. Er nimmt seine Bestimmung
als siebente Aufgabe der Abhandlung gewissermaBien aus historischen
Griinden ebenfalls vor. Wir wollen diese Bestimmung im folgenden
nicht beriicksichtigen. Die anderen Bigen werden bei den Vorgingern
zum Teil anders benannt oder durch das Komplement ersetzi. Der
Horizontbogen, antiskios == contraumbralis == Gegenschattenbogen ge-
nannt, wird wie in Tabit's Teil Ia vom Siid- oder Nordpunkt aus
gemessen.

Man sieht, wie Ptolemius das Problem aus einer niederen Sphére
angewandt- mathematischer Betdtigung, deren urspriingliche Heimat
wir lennen mochten, zu einer reineren und konsequenteren Behand-
lung erhohen hat. Abgesehen von der Frage des vorpioleméischen
Analemmas, itber das wir auch bei Vitruv 2%} etwas héren, ist die Sache

122) \;lir_uv, De architect. 1X, 8. — Prof. Neugebauer macht anf Herons Dioptra,
Kap. 35 aufmerksam, wo bel der konstruktiven Bestimmung des Grofkreisbogenas
Alexandria-Rom mit dem ,Analemma von Rom" (und dem von Alexandria) gearbeitet
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auch deshalb von Interesse, weil sie uns ein kleines Licht auf die viel-
fach umstrittene mathematische Fihigheit des Ptolemiuns wirft, inso-
fern wir sehen, was er aus der Arbeit der Vorgiinger gemacht hat.
' Die darstellend-
geometrische  Be-
stimmung der sechs
Bigen ist nun fol-
gende. Es sei(Fig. 3)
¢ der Ort der Sonne
auf dem Tageskreis,
dessen Ustliche Hl{-
te der Halbkreis
H{K ist. Da die
geographische Brei-
te ¢ == 17 und die
Deklination & ge-
geben sind, ist die
Lage des halben Pa-
rallelkreises 1¢K
bekannt. Da ferner
noch die seit Sonnen-
aufgang verflossene
Zeit in temporalen
Stunden gegebenist,
ist der Ort ¢ der Sonne durch den Bogen v£ gegeben, den sie auf dem
Parallelkreis seit ihrem Aufgang zuriickgelegt hat. Gesucht sind die
Bogen

7]
Figur 8.

N == 18 = Hektemorusbogen, a) = AL = Meridianbogen,
n At = Horariusbogen, o, I'd = Vertikalkreisbogen,
1 = '8 = Descensivasbogen, «, = {® == Horizontbogen.

li
I

Um sie darzustellen, klappt Ptolemius den Halbparallel HEK um
K in die Meridianebene, wobei derselbe in die Lage HEK kommt.
Der Punkt Z, auf den ¢ fillt, ist durch den Bogen NE = v§ gegeben.
Von & fillt Ptolemius das Lot 20 auf HK, von O das Lot OY auf
T'A und von O das Lot OII auf AB.

Damit hat er die rechtwinkligen kartesischen Koordi-
naten

z == 0%, y = 0, # = 0l
der Sonne konstruiert.

wird. — Herr Neugebauer weist aueh auf Kap. 18 hin. Hier baut der Verfasser eine
Kugel als Rotationskorper dadurch auf, daf er eine Anzabl der Achsenschnitte sozu-
sagen in rechtwinkligen Koordinaven punktweise herstellt.
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Jetzt kennt er also (Fig. 4) die Kanten g Py

z, ¥, # des Quaders E§ Die gesuchten
Grofien a! und 7/ sind Winkel, welche die &= \\ :
von E ausgehenden drei Kanten z,y, 2 des |2 -c'&\\ g‘
Quaders mit seinen von E ausgehenden drei (A
Flichendiagonalen Eq, EO, E¢ und mit g BN F

. H - N
seiner von E ausgehenden Raumdiagonale E £ SN | TN
bilden. Z. B. ist in Fig. 4 &< wkqg = o, ¢ w Ol glaSye
und 97 LE§ = %], Diese sechs Winkel kinnen g l £

also durch Umklappungenin die Zeichenebene
gewonnen werden. So klappt denn Ptolemius
(Fig. 3) den Halbhorizont A¢B samt dem Horarinsquadranten Af¢
nach oben in die Meridianebene um und den Halbvertikal 't A samt
dem Descensivusquadranten I'§ » nach links in die Meridianebene, KEs
wird also 1Q=Il¢=0Z ==y und 2P = ELp =0X ==y Ferner
klappt er das Dreieck EO§ um EO in die Lage EOY. Nachdem er
dann einige ans der Figur ersichtliche Verlingerungen und Verbin-
dungslinien gezogen hat, sind die gesuchten Bdgen folgendermafien ge-
funden:

Figur 4.

Hektemorusbogen == 1) == 7 wird gebildet von J7vEE = .
JTEE0 = g7 ETO. Also Hektemorasbogen == 7, = 90°— LT,

Horariusbogen = 7, = Af = AP,
Descensivusbogen = 7/ = ['¢ = I'T.
Meridianbogen = o = AL,
Vertikalkreishogen = o, = I'¢ = I'¥,
Horizontbogen = o, = T& = [Q.

Beim Hektemorushogen 7, wird die Umklappung um EO (Fig. 3
und Fig. 4) vorgenommen, da die Quaderkante y nicht in der Zeichen-
ebene liegt.

Die kirperliche Figur 3 habe ich rekonstruiert, Pfolemius ent-
wirft nur die nach den Umklappungen entstandene ebene Figur (Ifig. 5),
da er den Richtigheitsnachweis fiir die in ihr schon von seinen Vor-
gingern vollzogenen graphischen Bestimmungen der gesuchten Winkel
als bekannt voraussetzt. Nur fitr den von ihm neu eingefiihrten Hekte-
morusbogen v, fithrt er den Richtigkeitsnachweis. Er fordert zu diesem
Zweck (dnalemine S, 196, griech., 264f) den Leser auf, sich den Pa-
rallelkreis in seine natiirliche Lage, d. h. in die Lage senkrecht zur
Ebene des Meridians, zuriickgedreht zn denken. Auch deatet er in

dieser nun rdumlich gedachten Figur die Ostwestlinie an (ep in der
Figur von 8. 196) %)

13} Ptolemiius zeichnet 2 Figuren fiir das darstellend-geometrische (S. 195, 8. 200)
und 2 fir dag rechnerisehe Verfahren (5. 208, 8.207). Ide erste behandelt jedesmal
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Das Wesentliche an dem Liésungsweg, den Ptolemiius beschrieben
hat, sche ich in der Bestimmung der rechtwinkligen kartesischen Ko-
ordinaten z, y, # als Durchgangsstation. Bei der Frage, bis zu welchem
Grade er bewufit zn diesen Koordinaten iibergeht, mufl man die Be-
trachtungen im Auge halten, die Ptolemiius, wohl im Anschluf an die
Philosophen, in seiner Schrift Ilepi urordosng (de dimensione)4) anstellt.
Er geht hier von einem Punkt ans, dem er einen ,Flufi® (pboiw) nach
der Liénge, der Breite und der Tiefe zuerteilt. Es gebe 8 und nur
3 Dimensionen, da nur 8 in einem Punkte auf einander senkrechte
Geraden miglich seien. Die Schrift iiber das Analemma beginnt eben-
falls mit solchen Betrachtungen iiber die notwendige Dreizahl der
aufeinander senkrecht stehenden Dimensionen eines Korpers, um dann
auf die Beschreibung des fiir die Himmelssphiire in Anwendung kom-
menden natiirlichen Dimensionssystems iiberzugehen, dessen Grund-
ebenen Horizont, Meridian und erster Vertikal sind. Dann erst schreitet
er zur Einfithrang seiner 3 Polarkoordinatensysteme, wobei er, wie
schon erwiihnt, ausdriicklich sagt, daf in jedem derselben durch Angabe
zweier Bogen of 7/ die Lage des zum Grestirn gezogenen Radius bestimmt
wird. Eine entsprechende Bemerkung dariiber, daf die Lage des Ge-
stirns auch durch die kartesischen Koordinaten ,Linge®, ,Breite® und
nHobhe! oder bei gegebenem Radius durch 2 dieser Koordinaten hbe-
stimmt ist, fehlt aber, und wir wiirden vielleicht zuviel in seine Schrift
hineinlegen, wenn wir fiir die drei Strecken, die tatsichlich die karte-
sischen Koordinaten sind, eine ebenso deutlich bewunfite Heraushebung
ibres Koordinatencharakters anndhmen, wie sie bei den sphirischen
Polarkoordinaten vorliegt. Immerhin hebt Ptoleméius am SchlaB seiner
Schrift (8. 222 Z. 31 bis 8. 223 Z. 6) hervor, daB die Lage des Radius
auch durch je 2 Bogen der beweglichen Kreise, d.h. durch je zwei
der Griflen arc Cos z, arc Cos y, are Cos # festgelegt werden kann.

Nach v. Braunmiibls Vergang pflegt man die Methode der Schrift
tiber das Analemma als ein Verfahren der Orthogonalprojektion zu
bezeichnen. Das ist nur insofern richtig, als die Bildungen der
kartesischen Koordinaten #, y, ¢ des Kugelpunktes' ¢ Orthogonalpro-
jektionen sind und Ptoleméius x und » in der yz-Ebene zeichnet.
Freilich kann man den Ersatz einer Quaderkante durch eine ibr par-

den Bonderfall & = 0. Ich kann mich damit begnigen, in ¥ig. 5 seine Figur von
8. 207 fir das rechnerische Verfahren des allgemeinen Falles wiederzugeben, da die
Figuren dee dorstellend-geometrischen Verfahrens sich nicht wesentlich von denen des
rechnerischen unterscheiden. Diese Figur habe ich aber im Gegensatz zu Ptolemius
fiir nordliche Deklination gezeichnet, um den Vergleich von Fig. 8 mit der Tigur zu
erleichtern, dic v, Braunmihl (Vorl. I, 8. 89) fir die indische Methode, und die Herr
G. (8. 50) for Tabit benutzt.
4} Vgl. Ptol. op. ed. Heiberg 1f, 8. 265--266,
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allele als Projektionsverfahren bezeichnen. Der Gebranch des Aus-
drucks ,Orthogonalprojektion® ist aber hier irrefiihrend. Man darf
niimlich nicht meinen, die Fignr des Analemmas (Fig. 8) sei als Ganzes
eine Projektion. Wenn Delambre, an dessen ausfithrliche Behandlung
des Analemmas'®) v. Braunmiihl offenbar ankniipft, (S. 485) von ortho-
graphischer Projektion beim Analemma spricht, so meint er damit die
Benutzung rechtwinkliger Koordinaten eines Sphiirenpunktes und die Dar-
stellung eines Bogens durch seinen Sinus oder Sinusversus, d. h. durch die
Halbsebne oder den Pfeil des doppelten Bogens. Jene rechtwinkligen Ko-
ordinaten treten ja auch als solche Halbsehnen auf. Die ebene Figur des
Analemmas ist weder nach threm Wesen noch nach dem Sprachgebrauch
oder der Absicht des Ptolemius als Abbildung der Punkte nnd Kreise
der Kugel durch Orthogonalprojektion auf eine Ebene aufzufassen,
auch nicht als Ubereinanderlagerung der Projektionen auf drei Ebenen.
Vielmehr ist sie aus der ri#iumlichen Figur durch Umklappungen
der nicht in die Meridianebene fallenden Kreise in diese hergestellt.
Hier besteht ein Unterschied gegeniiber dem Planisphiirium, das Pto-
lemius ausdriicklich als eine Abbildung der Punkte und Kreise der
Sphiire auf die Ebene erzeugt, niimlich durch stereographische Projek-
tion. Die Schrift iiber das Planisphidrium setzt den Begriff dieses Ab-
bildungsverfahrens an die Spitze, die Schrift iiber das Analemma den
Begriff rechtwinkliger Raumkoordinaten.

Wenn z. B. al-BirlinI an mehreren Stellen seiner Schriften die plan-
miiflige Abbildung von Punkten und Kreisen der Sphire durch Ortho-
gonalprojektion auf die Kbene behandelt und fitr dieses Projektions-
verfahren als Abbildungsmethode die Prioritdt in Anspruch nimmt, so
darf M. Fiorini®) diesen Anspruch nicht mit Berufung auf das Ana-
lemma des Ptolemins zuriickweisen.

Will man schon den mathematischen Kern der Methode des Ana-
lemmas in der Sprache der modernen Mathematik kennzeichnen, so
sollte man von der Umwandlang sphirischer Koordinaten (4, &) in
kartesische x, ¥, # und dieser kartesischen wieder in sphirische (z. B.
a;, 7,) reden. Die darstellend - geometrische Ausfilhrung des an der
korperlichen Figur gedachten Verfahrens in der ebenen Umklappungs-
figar ist etwas Sekundiires, durch die technische Ausfiihrungsméglich-
keit Bedingtes.

3. Das rechnerische Verfahren des Ptolemiius.

Die Weiterbildung des darstellend - geometrischen Verfahrens zu
einem Nomogramm, dem eigentlichen Analemma, braucht lier nicht

#) J. B, L. Delambre, Histoire de I'astronomie ancienne, I, 8. 458 —504, Paris 1817.
¥y M. Fiorini, Le projezioni cartographiche di Albiruni, Bell. della soe. geogr. it.
Ser. 8, Vol, 4, 8. 287--204, Roma 1891.
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behandelt zu werden. Ich habe dieses Nomogramm in der oben ange-
fiihrien Arbeit® im AnschluB an den Text und die Skizze bei Ptole-
wias (Analemma 8. 218) wiederherzustellen versacht.

Ehe ich nan zu dem rechnerischen Verfahren des Ptolemius iiber-
gehe, um sein Ergebnis darn mit den Formeln des Tabit zu vergleichen,
erscheint es mir unumgénglich, einiges tiber die Methoden vorauszu-
schicken, nach denen Aufgaben der Gnomonik und der sphirischen
Astronomie im Bereich der griechischen, indischen und arabischen Ma-
thematik rechnerisch gelsst werden konnten.

Die angewandten Funktionen, Sebne bei den Griechen und Ara-
bern, Sinus (Cosinus) und Sinusversug bei Indern und Arabern und die
spiter 1%%) hei Ostarabern in beschriinkten Gebrauch gekommene Schatten-
funktion Tangens sind bekanntlich Strecken, werden als Funkfionen
des Bogens angesehen und bei den Griechen und den &lteren Arabern
gemessen in , Abschnitten® oder , Teilen® (spfipaca, partes, agza’), d. i
Sechzigsteln des Radius ». Letzterer wird als Maximalwert des Sinug
»der grofite Sinus® oder ,der ganze Sinus®, Sinus totus*, genannt. Ich
bezeichne diese Funktiionen mit Chord, Sin, Cos, Sinvers. Rs geht nicht
an, den indisch-arabischen Sinus 17y durch sin zu bezeichnen, wie es z, B.
auch Herr . nach v. Braunmiihls Vorgang tut, denn die berechtigte
Absicht, die Homogenitit der Formeln dem Text entsprechend wieder-
zugeben, erheischt, daB der Sinus fiir dag Argument 90° gleich dem
Sinus totus, also gleich » und nicht gleich 1 wird. Also: Sin 90° = 7,
sin 90° = 1, Kommen in ein- und derselben Rechnung oder Ableitung
die Sehnen oder Sinusse der Bogen von Kreisen ver{f)chiedener Radien
r und o vor, so kann man z B. schreiben S?n und Sin,

Soweit ich sehe, behandeln die Araber der dlteren Zeit im Sprach-
gebrauch und in der sinnlichen Vorstelhmg_ den Sinus nur als Funktion
des Bogens, und erst spiter scheint man davon abzugehen ; S0 sprechen
z. B. Ibn Yiinus und al-Bir@ni auch vom Sinus eines Winkels, wo-
bei der Sinus des bei gegebenem Radius zu diesemn Winkel als Zentri-
winkel gehirizen Bogens gemeint ist. Diese trivial erscheinende
Anderung des Sprachgebrauchs und der sinnlichen Vorstellung steht
im Zusammenhang mit einer durchgreifenden Wandlung in der Még-
lichkeit, Sitze der ebenen und sphirischen ,Trigonometrie* zu formu-
lieren und neue derartige Sitze aufzustellen.

Die Methoden, nach denen man mit den gekennzeichneten Funk-
tionen arbeitete, sind folgende:

#4) Das Vorkommen der *Tangensfunktion bei Haba¥ bedarf noch der ndheren
Unteranchung,

") Das von jetzt ab itber den Sinus Gesagte gilt meist sinngemil auch far Cas &
= 8in (%0° — b} und Sinvers b = r — Cos .
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Erste Methode: die direkte Methode. Zu den Bégen auf
der Kugel, die durchaus nicht Bigen grifter Kugelkreise zu sein
brauchen, werden die Sehnen oder die Sinusse (Linien!) konstruiert,
An der so entstandenen gradlinigen stereometrischen Figur wird die
Aufgabe nach den Lehrsitzen und Berechnungsmethoden der ebenen
und riumlichen Geometrie gelost,

Zweite Methode: die Methode der Seitenlehrsitze, Man
verwendet Lehrsiitze iiber Funktionen von BSgen in sphérischen ¥i
guren, die aus griBten Kugelkreisen gebildet werden. Solche Lehe-
sitze bietet das dritte Buch der Sphirik des Menelaos *®) dar. In
erster Linie ist es der Satz Menelaos IIT, 1, d.i. der sogenannte Satz .
des Menelaos. Wir unterscheiden die beiden Fille:

a) Es kommt nur der Satz des Menelaos zur Anwendung, wie z. B.
im Almagest des Ptolemius,

b} Es kommen weitere Siitze zur Anwendung, in erster Linie Mene-
laos 111, 2 und IT1, 8.

Dritte Methode: die eigentliche sphiirische Trigono-
metrie. Es werden Lehrsitze verwandt, welche, wie der Sinussatz,
Bezichungen zwischen den Funktionen von Seiten und Winkeln
eines sphirischen Dreiecks aussprechen.

Die zweite und dritte Methode stehen natiirlich nicht selbstindig
seben der ersten, weil die in ihnen aufgestellten gebrauchsfertigen
spiirischen Siitze urspriinglich nach der ersten bewiesen werden miissen 19,
Man kann wohl annehmen, daf auch die Griechen die einzelnen Be-
rechnungsaufgaben urspriinglich nach der direkten Methode Iosten 20),
Rein und vielleicht ausschlieBhich scheint die erste Methode bej den
Indern vorzuliegen. Bei den Arabern findet sie sich neben den anderen
Methoden.

Fir die zweite Methode, eine echte Schopfung der Griechen, ist
kennzeichnend, daf ausschlieflich die Funktionen von Bigen, nicht

) Vgl Axel Anthon Bjdrabo, Studien iber Menelaos' Spharik, Abk, . Gesch, d.
math, Wies, 14 (1902) und Max Krause, Die Spharik von Menelaos aus Alexandrien
in der Verbesserung von Aba Nagr Mansiir b, ‘Al b, Traq, Abh, d, Ges. d. Wiss, 2.
Gaottingen, Phil.-hiat, KL, 3. Folge Nr. 17, Berlin 1986, Zugleich Digs. Hamburg 1936.

%) DaB beim Beweise des Satzes von Menelaos (Menelsos 1II, 1), wie Menelaos
und Ptolemius ihn geben, nicht mehr die Sehnen der doppelten Bigen selbst herge-
stellt werden, sondern nur Strecken, die diesen Sehnen proportional sind, jst natdrlich
aur eine formale Anderung, da in dem vorausgeschickten Hilfssatz die Sehaen selbst
hergestellt werden, In dem Beweis, den Tabit vom Satz dea Menelaos bringt, werden
die Sinusse selbst gebildet, Vgl Traité du quadrilatdre, attribué 3 Nagsiruddin-el-
Toussy .. .. traduit par Alexandre Pachg Caratheodory, Constantineple 1891, §. 200—
202 u. Thabits Werk tber den Transversalensatz, herausg. ven H, Biirger und K. Kohl,
Abh. 2. Gesch. d. Natoew. u, d, Med, 7, Erlangen 1924, 8, 3133,

#) Vgl hiersu Zeuthen "), 8. 2021 und Bjsrabo 8}, 8. 124135,
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solche von Winkeln der sphérischen Figuren zur Verwendung kommen,
Die Folge ist, dafl diese Methode keine eigentliche sphirische Drei-
ecksrechnung sein kann. Obwohl doch das erste Buch der Sphirik
des Menelaos so klar eine Geometrie des sphiirischen Dreiecks mit
Sdtzen fiber Seiten und Winkel ausbildet®), findet sich im ganzen
dritten Buch ebensowenig wie im Almagest ein Satz, der sich an der
Figur eines sphirischen Dreiecks ohne irgend welche Zutaten aus-
“sprechen liefe. Denn alle Sidtze enthalten als (Gleichungen zwischen
Verhéltnissen (einfachen oder zusammengesetzten) mindestens 4 Sehnen,
die zu mindestens 4 Bdgen gehiren.

Das Vorbild des Ptolemidus wird es mit sich gebracht haben, daf
auch die Araber vielfach nur nach dem Falle a) der zweiten Methode,
d. h. allein mit dem Satz des Menelaos, dem 3akl al-qatta’ *'2), arbeiteten,
Das ist z. B. der Fall in der Schrift von an-Nairizi iiber die Gebets-
richtung ), Spiter aber zogen sie bekanntlich anstelle des wegen des
zusammengesetzten Verhiltnisses gefiirchieten Menelaossatzes %) die

2 Da es sich im ersten Buch der Sphirik des Menelaocs um die Geometrie,
nicht um die Trigonometrie des gphirischen Dreiecks handelt, kommen hier dber
Winkel, Winkelsummen und -differenzen nur Auasagen von der Art AéB vor. Die
einzigen in diesen Aussagen vorkommenden Winkel bestimmter GréBe sind ein Rechter
und zwei Rechte,

#12) Wenn man diesen Ansdruck, wie es sehon Suter tat, mit ,Transversalenfigur®
oder ,Transversalensatz” wiedergibt, muB man sich bewulit bleiben, daB in der ara-
hischen Bezeichnung, die in den lateinischen Handschiriften wortlicher mit ,figura sector¥
uibersetzt wird, ebensowenig wie bei Menelaos und Ptolemius die Vorstellung eines
von einer Transversale geschnittenen Dreiecks vorliegt.

) Abh. von al-Fadl b. Hatim an-Naiizi, Uber die Richtung der Qibla, iber-
setzt und erliutert von C. Schoy, Sitzungsber. d. Bayerisch., Ak, d. Wise,, Math.-Phys.
Kl 1922, — 8. a. Schoy, Uber den Gnomonsehatten, Hannover 1923, 8, 20—21, —
Wenn Schoy glaubt, dof an-Nairial in dieser Schrift mit der Regel der vier Gréfen
und der Schattenregel  operiert, so konnte er dasselbe ebengo von Ptolemius im Al-
megest beweisen, Es handelt sich nicht darum, ob bei der Deduktion aus dem Me-
nelnossatz im Lauf der Rechnung Gleichungen auftreten, die diesen Regeln entsprechen,
sondern ob der Autor bewufit von ihnen als bekannten, gebrauchsfertigen Lehrsitzen
susgeht, ‘

#) Vgl, Abu'l-Wafi® in der Einleitung seines Almagest bei Carra de Vaux, Journ.
asiat. 8. aér. 19 (1892) 8. 411—414, — Entsprechend duBert sich al-Birfini am Anfang
des 9, Kapitels dea 3, Buches des Mas‘Adischen Kanons: ,Die Anwendung der ein-
fachen (Dinge) ist lefohter als die der zusammengesetsten. Deshall wenden wir uns
von den zusammengesetzten Verhiltnissen, die aus ihnen (den einfachen) zugammenge-
fiigt sind, ab, und behandeln sie in dem, womit wir beschiftigt sind, nur als einfache,
obwohl bei der Verifizierung jedes einzelne der beiden Verfahren suf das andere za-

riickkomme.  smnid} o Jowed tdgls wLp}Li Jimial (g St Jodludt Sl
Azly R 5D s Kaaams b ke 1y Lesd 1958000 W b Lpsn 1 R0
FE0 IR La?‘) WAl O,!;A\M ¢ (al-Birini, al-ginin al-masadi, Stambul,
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Regel der vier Griflen vor, die ein Sonderfall von Menelaos ITI, 2 ist,
ferner die Tangentenregel die Menelaos III, 3 entspricht. Die Tangens-
funktion wurde aus der speziellen gnomonischen Praxis der Bestimmung
der Schattenlinge aus der Sonnenhdhe und umgekehrt zur Anwendung
auf die Tangentenregel emporgehoben.

Im Gegensatz zu Menelaos bewies man aber, jedenfalls um die
Wende des 10. Jahrhunderts (Abu'l-Wafd’, Abt Nagr), diese Regeln
nach der direkten Methode. Krst dadurch war der Stein des An-
stofles, das im Satz des Menelaos vorkommende zusammengesetzte
Verhiiltnis, wirklich umgangen.

Die dritte Methode, die allein die Bezeichnung sphirische Dreiecks-
rechnung im eigentlichen Sinne verdient, entstand nach allem, was
wir sicher wissen, erst um das Jahr 1000 hei den arabischen Mathe-
matikern. Beweisgriinde hierfiir erbringe ich im fiinften Abschnitt.
Aber schon hier méchte ich sagen, daf es mir ZuBerst unwahrschein-
lich erscheint, daf etwa Tabit b. Qurra schon den sphiirischen Sinus-
satz gekannt und angewandt haben sollte,

Denselben Ptolemiius, der im Almagest alle Rechnungen aus dem
Satz des Menelaos deduziert, sehen wir in seiner Schrift iiber das
Analemma bei der Beschreibung des rechnerischen Verfahrens die di-
rekte Methode anwenden (dnal. S. 203 griech. Z. 10 bis S. 210
Z. 2). Seine Rechnungen sind Schritt fiir Schritt das getreue Abbild
der Konstrultionen des darstellend-geometrischen Verfabrens. Daf er
diese Rechnungen an der durch Umklappungen erzeugten ebenen Ana-
lemmafigur vornimmt und nicht an der urspriinglichen réumlichen
Figur, ist fiir die Methode selbst unwesentlich. Ptolemius hiitte ohne
jede Schwierigleit dieselben Rechnungen an die riéumliche Figur an-
kniipfen kinnen. Aber nun war die ebene Figur einmal da. Auch
mufi man die Darstellungsschwierigkeiten und Darstellungsmethoden
rinmlicher Figuren beriicksichtigen. Noch in stereometrischen Figuren
arabischer Werke des Mittelalters sieht man Parallelkreise in die als
Zeichenebene dienende Meridianebene gelegt®?). Inder sowohl wie
Araber haben die direkte Methode nicht an ebenen Projektionsfiguren,
sondern an der korperlichen Figur selbst ausgefiihrt, Fiir die Araber
finden wir reiches Material dieser Art in den Werken al-Biriinis. Da

Velieddin 2277). Vgl die Ubersetzung dieser Stelle bei Schoy, Iie trigonometrischen
Lehren des persischen Astronomen al-Biwini, Hannover 1927, 8. 58, — Prof, Kahle
in Boon verdanke ich es, dall ich aus dem Orientalischen Seminar der Universitis
Bonn Photokopien der genannten Birani-Handschrift wnd der Handschrift des apiter
zu erwihnenden Tahdid **) desselben Verfassers benutzen durfte.

) Prof. Neugebauer macht auf die Figuren zu Ruklids ,Phaenomena® aufmerk-
sam. Hier sind Parailelkreise in die Ebene des Horizonts gelegt. Vgl Fuclidis opera
ed, Heiberg et Menge, VIII, Leipzig 1916, = B. 8. 14 und 15.

Quellen u. Studien Math, B, Bd, 4. 8
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dieser Astronom im Gegensatz z. B. zu Tabit, al-Battini und Jbn
Yinus alle Beweise bringt, kinnen wir beobachten, nach welchen
Methoden er arbeitet und wie er diese Methoden handhabt. Sowohl
in seinem 1928 in Stambul aufgefundenen Werk tiiber geographische
Ortsbestimmung (im folgenden Takdid®) genannt), mit dessen Bear-
beitung ich beschiftigt bin, wie im Mas‘adischen Kanon®'} sehen wir
ihn bei vielen Aufgaben, die denjenigen Tabit's und der Inder nahe-
stehen, die direkte Methode an der korperlichen Figur anwenden.
Dasselbe tun nach Sengupta®®) die Inder. Sie wie auch al-Birfini be-
nutzen z. B. das wichtige Neigungsdreieck £ig von Figur 3 in seiner
wirklichen Lage, wihrend Ptolem#us nur seine Projektion OMIL hat®7).
Die von Burgess und Whitney in ihrer Ubersetzung des Sarya-
Siddhanta®®) und von Wilkinson und Bapudev Sastri in ihrer Uber-
setzung des Siddhanfa Siromani ) zur FErlduterung der Einfachheif
halber gezeichneten Projektionen in die Meridianebene haben nach
Sengupta (8. 179) v. Braunmiihl zu der Vorstellung verleitet, die
Hindumethode sei ein Projektionsverfahren. Darum aber, weil die
Inder die Ableitung an der riumlichen Figur vornehmen, Ptolemius
jedoch an der sekundir entstandenen ebenen Figur, mit Sengupta einen
totalen Unterschied der Methoden zu behaupten, erscheint mir nicht
gerechtfertigt. Man mufl nur v. Braunmiihls zu Mifiverstindnissen
fithrenden Ausdruck ‘Projektionsmethode’, der auf Ptolemius nur zum
geringen Teil, auf die Inder und Araber gar nicht paBt, fallen lassen
und statt dessen von direkter Methode reden.

Im Folgenden iibersetze ich nach Heibergs Ausgabe (Analemma
S.206, Z. 17 bis 8. 210, Z. 2) den Text zum Gang der Rechnung fiir
den Fall & == 0. Bis 3, 209, Z. 3 liegt der griechische Text zugrunde,
dann vom Worte ,Meridians® ab, vor dem ich einen Stern gemacht
habe, die Ubersetzung des Wilhelm v. Moerbeke. In heiden Textteilen
verbessere ich einige Buchstabenfehler. Hinsichtlich der zugehtrigen
I‘lgnr b sei auf die frithere Bemerkunrr”) verwiesen.

) Al-Birini, Kitab f1 takdid nihayat al-amdkin l-tashth masafat al-masakin.
Stambul, Fatih 3386,

28) Pr. Sengupte, The khandnkhad}aka Caleutta 1934, 8. 173. 8. 1831,

27y In den Erlduterungen zu seiner Ubersetzung des 21. Kapitels der Hikimitisehen
Tafeln des Ibn Yiinus (Karl Schoy, Die Bestimmung der geographischen Breite usw,,
Ann. d. Hyde. u. mor. Met. 50 (1922) 8, 3—20) rekonstrujert Schoy die fehlenden
Beweise, den Vorstellungen v. Braunmihls folgend, an Projektionen der Neigungs-
dreiecke auf die Meridianebene. Im Tahdid sehen wir zum Teil dieselben Aufgnben
mit Beweigen durchgefithrt, bei denen die Neigungsdreiecke in ihrer urspriinglichen,
réumlichen Lage bleiben und einige Hilfslinien im Raum gezogen werden.

) Journ. of the American Oriental Society 6 (1860) 8. 141—498.

#9) Biblictheca Indica, Caleutta, 1861 —62.

3) Nach Erledigung des durch die Aqumoktlen gehenden Aquators sind noch
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[Anal. 8.206, Z, 17.] ,5. Was die librigen Monatsparallelkreise 3)
betrifft, so werde der Meridian ABT'A mit den anfeinander senkrecht-
stehenden Durchmessern und der Achse EZ hingelegt, und es werde von
einem der siidlicher *) als der Aquatoer gelegenen Monatsparallelkreise
der Durchmesser HOK gezogen, auf dem der nach Osten vorzustellende
Halbkreis [S. 207] HAK beschrieben werde, und es werde die Axe
EZA ausgezogen, die offenbar sowohl den Durchmesser HOK in 8,
wie den Halbkreis HK in A hilftet. Ferner werde (senkrecht) auf
H® die Gerade MN gezogen, die den iiber der Erde gelegenen Ab-
schnitt HN des Halbkreises von dem unter der Erde gelegenen schei-
det. Nachdem dann NE als Bogen der gegebenen Stunden angenommen
wurde, werde von = auf HM das Lot 20 gezogen und durch O auf
AE das Lot IOP und aof TE das Lot 20T. Weil nun der Meri-
dianbogen HZK gegeben ist — seine ¥rgiinzung zum Halbkreis unter-
spannt [8. 208] das Doppelte der Geraden E@ —, wird auch das Ver-
hiltnis von HOK und dasjenige von E® zum Durchmesser des Meri-
dians gegeben sein. In #hnlicher Weise wird, weil der Bogen AZ3%)
der Polhthe gegeben ist, auch der Winkel ME® des rechtwinkligen
Dreiecks ME® gege-
ben sein. Also wird
auch das Verhilinis
von EO zu jeder der
beiden Strecken EM
und M@ gegeben sein
und ferner das Ver-
héltnis des Durchmes-
sers HK zu jeder von
beiden. Das Doppelte
der Strecke MO aber 4
unterspannt das Dop-
pelte des Bogens AN,
Also wird auch so-
wohl der Bogen AN
gegeben sein wie auch
seine Erginzung NEH
zum Viertelkreis %),
Nun ist aber auch NE . A
geguben Somit wird Figur 5.

die Parallelkreise durch die dbrigen Anfangspunkte der Tierkreiszeichen zu behandeln,
Der Beginn eines Sonnenmonats (vgl. Sirya-Siddhanta, Vers 13, 8. 150) ist durch den
Eintritt der Soune in ein Tierkreiszeichen bestimmt,

8} In Fig. 5 nardlicher,

) In Fig. 5. BZ.

23) In Fig. 5 iat NEH = 90° 4 AN,

}*
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also sowohl AE wie EH gegeben sein. Nun unterspannt aber das
Doppelte der Strecke 0 das Doppelte des Bogens [1E, und das Dop-
pelte der Strecke 0© das Doppelte des Bogens EA.  Deshalb wird
auch das [S., 209] Verhiltnis von Z0 und von 0© zum Durchmesser
HK gegeben sein, hierdurch aber auch zum Durchmesser des *Meri-
dians. Da aber auch das Verhidltnis von ©M gegeben ist, so wird
auch das Verhidltnis von MO gegeben sein. Nun verhilt sich wie EM
zuo MO, so OM zu MIl und E® zu OIl. Die Dreiecke EM® und
OITM sind nimlich gleichwinklig. Also wird auch das Verhdlinis von
MIl und dasjenige von OIf zum Durchmesser des Meridians gegeben
sein, und deswegen aber auch das Verhdltnis von EX und das Ver-
hiiltnis der ganzen Strecke EMII®*), d. 1. von O

Nachdem dies also bewlesen ist, nehme man mit dem Mittelpunkt
0 und der Entfernung OF auf dem Meridian den Punkt T, schneide
ebenfalls der Strecke OZ gleich die Strecken I1Q und £® ab und
zieche die Verbindungslinien EY, EP, ET und ZM, ferner EO, E¢ W
wnd EQQ. Weil nun im Vorhergehenden bewiesen wurde, daB der
Winkel EOY ein rechter ist, die Hypotenuse ET aber als Radius des
Meridians und OY als gleich OZ gegeben sind, so wird auch der
Winkel ET 0O, der den Bogen des Hektemoruskreises enthdit, gegeben
gein, In #hnlicher Weise aber wird, da von dem rechtwinkligen Drei-
eck EMO gegeben sind E0 und OM, auch die Hypotenuse MZ und
der Winkel MEO gegeben sein, der denjenigen macht, der in der
Ebene des Aquators ist. Wiederum, da von dem rechtwinkligen Drei-
eck EIIP gegeben sind EIE und [1P, so wird anch sowohl die Hypo-
tenuse EP, wie auch der Winkel IEP und der Bogen I'P gegeben
sein. Wiederum, da von dem rechtwinkligen Dreieck EXT gegeben
sind EL und die Hypotenuse ET, so wird auch der Winkel TEX und
der Descensivusbogen TI' gegeben sein, Da ferner aber von dem
rechtwinkligen Dreieck EOIl gegeben sind OIT und EIl, so werden
auch die Hypotenuse O und der Winkel OEIl, der den Meridian-
bogen macht, gegeben sein, Da wiederum von dem rechtwinkligen
Dreieck EPE gegeben sind EX und L, so wird auch die Hypote-
nuse E® und ferner der Winkel TE® und der Vertikalkreisbogen
I'T" gegeben sein. Da aber schlieflich von dem rechtwinkligen Drei-
ecke EI1Q gegeben sind EIl und I1Q, so werden auch die Hypotenuse
EQ und ferner der Winkel [S. 210] EQII, das ist der Winkel QET
und der Horizontbogen I'& gegeben sein.®

Diese nur dem Gang nach angedeuteten Rechnungen fiihre ich nun
in Gleichungen aus. Hierbei ersetze ich die Sehnenfunktion } Chord 2b
durch die indisch-arabische Funktion Sin b und driicke die berech-

3} Bei Ptolemins filit M zwischen I und IL

160

Tabit b. Qurra's Buch aber die ebenen Sonnenuhren 116

neten Stiicke in indisch-arabischer Weise explizit aus. Bei den Be-

zeichnunge(n) Sin und Cos ist stillschweigend der Sinus totus » voraus-
¢ {e)

gesetzt. Sin und Cos sind Sinusse und Cosinnsse im Tageskreis der
Sonne, der den Radis p = E;}__ = Cos 8 hat. £ sei (Fig. 3) der halbe

Tagbogen v, d die Aszensionaldifferenz v}, ¢ der vom Aufgangspunkt
v an vorwirts oder vom Untergangspunkt an riickwiirts gemessene
Stundenbogen v§, der in ' Temporalstunden zuriickgelegt wird. Bei
Doppelzeichen gilt das obere fiir Fig. 8 und Fig. 5, das untere fiir
den auf siidliche Deklination passenden Text des Ptolemius %),

HOK = 2 (Cos §, g = E® = Sin?d

M— - Ee — iSiné‘
B Cos L@ Cosg
MO — B¢ pg  Sing Sind

Cosg Cosp
43 £ — i i
Sind = Sin AN — M@ — >np Sind
Cosg
. Bi Sin 8 . . .
Sind = C% = Sinus der Aszensionaldifferenz

[

,» = 90° %= d == halber Tagbogen

# = NE gegeben %)
900t == AZ = NEFAN = ¢ Fd

t = 90°—AE (= 90°~¢ + q) = Stundenbogen

) :
) ymzousmtw_s_‘ﬂ%c_ﬂff
4] o
2 = 00 = Cost = .9.95_%9_9_5_2

Es sind also jetzt der halbe Tagbogen ¢, und der Stundenbogen ¢
gefanden. Fernmer hat Ptolemius die sphirischen Polarkoordinaten
%, 8 des Gestirns im System des Aquators in die kartesischen Koordi-
naten

' = 0480, y = 0§, 7 = L8
in demselben System iibergefiihrt.

Ee
EX

Lo
—_— = [ETEOEE— 3 —_— [E—
€] & O MO = N {08 M)

_ gg_mswrg(CostCosﬁ 4 Sing Siné
- > — Cose )’

33} So sagt Ptolemdus. ' ist aus der gegebenen Zahl < der temporalen Stunden
/

als Bruchteil des sosben gefuradenen hatben Taghogens f, zu berechnen: ¢! = -:é“ to
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- Mo —
Sin ¢ (CostCosS 4. Singp Sin 5).,_ r Sin 8
- jaot “+ .
r ¥ Cos o Cos ¢

Hiermit sind die kartesischen Koordinaten z,y,# des Gestirns im
System des Horizonts gefunden. & = EII ist fiir Ptolemius ,die ganze
Strecke®, das heifit, die Summe der beiden Strecken EM und MIl. Da
er MII and EM berechnet hat, ist anzunehmen, daB er die Berechnung
z = MIHFEM voranssetzt. Unter Benutzung von Ou = 060 F+ u®
hiitte er, wie auch Zeathen andeutet, fiir x einen dem Ausdruck fiir
z analogen Ausdruck erhalten,

Jetzt gind drei der gesuchten Bigen gefunden:

Cos Hektemorusbogen = Cosy, = y = w
(ni) Cos Horariusbogen = Cosny = x
Cos Descensivusbogen = Cosn, = 2.

TUm auch die anderen drei Bogen zn hberechnen, bestimmt Ptole-
mius (Figuren 3, 4 und b) die Flichendiagonalen

(d) EQ0 = Va'+ 4, By = \ly'+ 7, Eq = Y&t + o

des Quaders der kartesischen Koordinaten.

Dann ist:
Sin Meridianbogen AL = Bing, = Ol -» = za___’
EO vxz ¥ y:
t . . . » . Ld.r yr
{af) Sin Vertikalkreisbogen TW = Sina, = g == o .,
| Ij,{P vy‘i+ 22
Sin Horizontbogen I'Q == Sina, = hf}-r S L
jj,q \/9‘3!—}- ya
Wir wiirden natiirlich einfacher tg a) = mg usw. ansetzen. Da

Ptolemius nur mit der Sehnenfunktion arbeitet, gibt die von Zeuthen
rebrauchte Tangensfunktion des unbekannten Bogens nicht die wirk-
lichen Rechnungsschritte wieder. Nach dem Text miissen vielmehr
die Flichendiagonalen (d;) nach dem pythagoreischen ILehrsatz be-
rechnet werden 3¢),

3y Eg igt sehr bemerkenswert, daB die Aufgabe, nur die Winkel eines ebenen
rechtwinkligen Dreiecke aus den Katheten @ und b zu berechnen, von arabischen Ma-
thematikern immer go avagefuhrt wird, daB sie zuerst die Hypotenuse ¢ == Va5
ausrechnen und dann mit Hilfe der Sinustafel die Winkel suchen. 8o geachieht es
auch dann noch, als die Tangensfunktion als Rechenhilfemittel eingefiihrt war und hin-
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Zusammenfassung. Wir haben hiermit die Koordinatenumwand-
lungen des Ptolemins in folgende 3 Schritte zerlegt:

1. Ubergang von den sphirischen Koordinaten ¢, & zu den zuge-
hirigen kartesischen Koordinaten o', y, 2.

2. Transformation der kartesischen Koordinaten: Das System &, 3, &
wird um die F-Achse im Drehsinne Zenit-Siidpunkt um den Winkel
90% ¢ gedreht und hierdurch in das kartesische System des Hori-
zonts z, y, 2 ithergefiihrt.

3. Ubergang von dem kartesischen Koordinatensystem z, y, z zu
den zugehrigen 3 sphirischen Systemen af, 7.

Ich behaupte nicht, dafl Ptolemius sich dieser Einzelschritte und
ihres wahren Wesens als Koordinatenumwandlungen bewufit war. Er
berechnet einfach unbekannte Stiicke schrittweise aus bekannten. So
ist auch z. B. die Gleichung (¢) die von uns vorgerommene Zusammen-
fassung seiner Rechnungsschritte, nicht aber im modernen Sinne eine
»Formel® fiir eine Koordinatentransformation und noch weniger fiir
den sphirischen Kosinussatz.

4. Wie wurden die Formeln Tabit’s gefunden?

Nun kehren wir zum Teil Ta von Tabit's Werk zuriick,. Wie
wurden Tabit's beweislos mitgeteilte Formeln gefunden? Herr Garbers
nimmt (8. 3) an, daB Tabit ,Sitze der sphérischen Trigonometrie*
verwendet, die ,im wesentlichen® auf die ,indische Projektionsme-
thode®, ,andererseits auf den Transversalensatz“, d. h. den sphirischen
Satz des Menelaos zurtickgehen. Herr Sengupta wiirde hier bestreiten,
daB ,the elegant Hindu method* (S. 184) eine Projektionsmethode sei.
Statt an ,Sitze der sphérischen Trigonometrie* zn denken, muff man
aber doch auch damit rechnen, dafi Tabit ausschlieflich die direkte
Methode selbst anwendet, die keine ,S&tze der sphirischen Trigono-
metrie* kennt, sondern nur den Sinusbegriff und Sdtze der ebenen
und rdumlichen Greometrie. . Herr G. rechnet dann (8. 4—35) mit der
Méglichkeit, dafl Tabit mit dem Sinussatz fiir beliebige Dreiecke und
besonders oft mit seiner Sonderform sine = sine¢ sin d fitr das bei
¢ rechtwinklige Dreieck gearbeitet habe. Wir hitten hiernach ent-
weder ein (femisch von Sidtzen auf Grund der Methoden, die ich oben
als die erste und zweite bezeichnet habe, oder auf Grund der ersten
und der dritten Methode, deren Sitze (+. dann als aus solchen der
zweiten gefolgert annimmt.

reichend gute Tabellen dieser Funktion zur Verfigung standen. 1Me rechnerische Ver-
wendung der Tangensfunktion scheint sich einseitig auf die Tangentenregel beschrinkt
zu haben, Das fallt in al-Birunis Rechnungen im Talhdid und im M. Kanon auf, und
noeh at-Tis1 scheint nicht an die Verwendung der Tangensfunktion fir die ebene Tri-
gonometrie zu denken.
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Aus den Griinden, auf die ich noch eingehen will, halte ich das Vor-
handensein der dritten Methode, also des eigentlichen Sinussatzes, bei
Tabit fiir sehr unwahrscheinlich. Ist nun eine wechselweise Anwen-
dung der ersten, direkten und der zweiten Methode, ndmlich derjenigen
der fertigen Lehrsiitze iiber Seitensinusse bei Tabit moglich? In spi-
terer Zeit beobachten wir freilich in ein- und demselben Werk einen
‘Wechsel dieser beiden Methoden. Al-Biriini, bei dem wir sicher gehen,
weil er in seiner Griindlichkeit zn allen Formeln die Beweise gibt,
wechselt, wie wir noch sehen werden, davernd mit diesen beiden Me-
thoden. Daram brancht das jedoch in der frithen Zeit des Tabit nicht
der Fall zu sein. Vor allem aber sind uns doch in diesen gnomoni-
schen Aufgaben hichstwahrscheinlich mehr als irgendwo sonst dlteste
Konstruktions- und Berechnungsmethoden erhalten., Ptolemius sowohl
wie die Inder arbeiteten an diesen Aufgaben nach der direkten Me-
thode. Wiire es nicht merkwiirdig, wenn der Harraner Tabit b. Qurra
griechischer als der hellenistische Astronom Ptolemiius sein sollte, der
alle sechs Bigen nach der direkten Methode berechnet? Daf Tabit
iiber den Menelaossatz ein Buch!?) geschrieben hat, beweist nicht, dalfl
er diesen Satz in der Gnomonik henutzen mufite. Arbeitet doch anch
Ptolemitus im Almagest mit der hohen Formel der griechischen sphi-
rischen ,Trigonometrie®, d. h. dem Satze des Menelaos, beim Analemma
aber nach dem direkten Verfahren. Beachtlich ist, dafl Tabit in jenem
Buch iiber den Menelaossatz anscheinend®) fast ausschlieflich die
»Sehne des doppelten Bogens® gebraucht, in der uns vorliegenden
Schrift aber die Sinusfunktion. Awaf jeden Fall mull man, ehe man
bei Tabit fiir einen Teil der Formeln auf den Satz des Menelaos oder
eine Folgerang daraus zuriickgreift, zusehen, ob nicht auch er wie
DPtolemiius alle Formeln nach der direkten Methode ableiten konnte.

Alle sieben Tormelrn Tabits fiir die sechs Bdgen kinnen unge-
zwungen aus der direkten Methode hervorflieBen. Das soll jetzt unter
Vergleich zwischen Tabit und Ptolemius gezeigt werden.

Withrend Ptolemiius nur mit temporalen Stunden arbeitet, deatet
Tabit an, wie man sowohl von gleichen wie von ungleichen Stunden
ausgehen kann. Ich nehme an, daB Tabit fiiv ¢ und ¢, nach dem na-
turgemiifien direkten Verfahren im wesentlichen zu derselben Berech-
nungsvorschrift kommt, wie Ptolemius und iibrigens auch die Inder.
Auch fitr ¥ nehme ich dieselbe Ableitung an:

(1) 'y = Siny, = 3‘3"5%99@ (Tabit 21).

#7) Die Angebe (vgl. Bjérnbo, Suter, Barger und Xohi®) 8.5, 12, 13 und Gor-
bers 8. 6) stiitst sich suf die Ubersetzung des Gerhard von Cremona und ist natiirlich
in den srabischen Handschriften nachzuprifen.
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2 berechnet Tabit etwas anders als Ptolemiius und zwar auf zwei
Arten (vgl. Garbers 8. 42, 8. 3—4): Fillt man in Fig. 8 den Sinus
der Mittagshthe Had = Sink, = Sin (80° — ¢ 4 3), so ergibt sich die
erste Art folgendermalien:

¢ =gt = O = Hb~Ha = Hb-HOrg%_—%(f-.
Nun ist
HO = Sin(sr}erst s Sinverst—(—?-qf—s,
also
() ¢ == Sin, = Sin km-—Sinverst—g(—)_f—-g— 9—?—(‘0 (Tabit o).

Fiir die zweite Art ist (Figuren 8 und B)
£qg:8i = Hb:HM,

. Hb
iz = EQ == EZWHM P
Nun ist ‘
Ll
HM = Sinvers{,,

. . (@ i

£i=0M = HM—HO = Sméers tnuSm\trers £,
also

(g} (0} 1
&z = {Sinvers {, — Sinvers ?) 78—13}%"
Sinvers f,

Da die Pfeile zweier Bogen eines Kreises sich wie diejenigen zweiler
den ersten Bogen &hnlicher Bogen eines anderen Kreises verhalten, so
folgt

Sin &,

{Th)* g = Sin N, = (Sinvefs t() _ SinVBI’S t) ’q’{l’{"ré;émzm (Ea—.bit 1(}}.

Tillt man in Fig. 5 aunch das Lot von H auf ET, so findet man
fir EIl = 2 zweli Ausdriicke, die sich von denen fitr # nur dadurch
unterscheiden, daf die Funktionen der Breite ¢ und der Mittagshshe
I, durch ihre Kofunktionen ersetzt werden. Tabit gibt nur die eine
dieser beiden Formeln an:

(na) # = Sin7, == Cos/k

F3

Cosd Sing

— Sinvers ¢ - (Tabit. 28,

¥

Nachdem +,, 7,, 7, gefunden sind, lassen sich die Flichendiagonalen
d;, statt durch die ldstigen Whurzelformeln (d)), auch folgendermallen
berechnen:
(dy* Eg = Cos,, EO = Cosy,,  E¢ = Cos,,
denn diese Flichendiagonalen liegen als Katheten den Winkeln v,, 1,, 7,
in rechtwinkligen Dreiecken an, deren Hypotenuse der Sinus tofus » ist.
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Mit diesen Werten ergibi sich nun aus den Piguren 8 und b

_ Ew-r __ y-r _ Sint Cos?d .y
Cos o, =By = Ey = Cosn (Tabit 11),
v _ __ E@.r  Sind.r .
{a;) Sinjp F a,| = E0 = Cosv, {(Tabit 27},
. _ Ze.r _ y-r _ Sint Cosd S o
Sin a, = Hy = Eg — Cosu, (Tabit 29

Nachdem wir die mutmaflichen Ableitnngen fiir die Formeln za
den Transformationen A-»-U,, 4 ~U,, A-> U, gegeben haben, ent-
halten alle anderen bei Tdbit vorkommenden Transformationsformeln
der sphérischen Systeme nichts Neues mehr, da sie sich, wie wir sahen,
auf eine Transformation der Art 4 - U, oder einen noch einfacheren
Sonderfall derselben zuriickfiihren lassen. Z. B. ergeben (Fig. 4) die
Dreiecke (wE, ¢quwE, £¢F und &gw

Eg-Cosa,  Cosy, Cosa,

Siny, = Ew = - - (Tabit 39),
__r-g¢ _ rSinny, i
Cosa, == wE = Cost, (Tabit 40).

Wenn wir hier statt der Azimute o, und «, die vom Std- oder
Nordpunkte gemessenen Azimute nehmen und allgemeiner a;,7; und
a,, 7, schreiben, so hat also Tibit fir die einfache Koordinatentrans-
formation 7, die er zur Zusammensetzung der allgemeinsten Trans-
formationen benutzt, ndmlich fiir die 90°-Drehung des Systems
U; = (o, ;) um die Nullinie der «; (Fig. 6) die Formeln
() { Sinv,:Sine, = Cosy;:7, } (Tahit 34, 35, 36, 44,

Siny,:Sineg, = Cosy,:v, 45, 46, 52, 53 usw.),

deren zweite nur die Vertauschbarkeit von i mit & ausdriiclt.

Das ist, wenn man den Cosinus durch
den Sinus des Komplementhbogens ersetzt,
die Regel der vier Grifen fiir den verbrei-
teten Sonderfall, daB die grifiere Hypotenuse
gleich 90° ist. Hat Tabit diese Formel nicht
bloB als Vorschrift fiir die Transformation
seiner Ubrsysteme benutzt, sondern auch
sonst, z. B. fiir die Berechnung der Dekli-
nation aus Linge und Ekliptikschiefe, so
hitten wir hier einen ,Satz* der zwelten
Methode vor uns, der auf die direkte Me-
‘thode zurtickgeht. Es ist denkbar, daf die
stete Wiederkehr derselben Aufgabe Tabit
zar Erkenntnis dieses Satzes gefithrt hat.
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Wir hiitten dann eine Art Ersatz fiir den Satz des Menelaos vor uns.
Uber einen solchen Ersatz soll Téabit eine Abhandlung verfafit haben.
Gregen Schluff des niichsten Abschnitts kommen wir darauf zuriick.

Bei der zweiten Hauptaufgabe handelt es sich darum, den
Schatten der Gmomonspitze P; in der Uhrebene anzugeben. Der Gno-
mon von der Lénge s stehe senkrecht auf der Uhrebene. Nachdem
fiir diese Uhrebene die sphérischen Polarkoordinaten a7, bestimmt
gind, hat Tabit fiir den gesuchten Schattenpunkt in der Uhrebene K,
die ebenen Polarkoordinaten

. Cosy,
"= S,

und o; (Tabit 6, 69).
Fiir den praktischen Zweck der punkiweisen Ionstruktion der
krummen Stundenlinien brancht die Rechnung meist nur fiir -Werte
von temporaler Stunde zu temporaler Stunde und fiir die &Werte der
Anfangspunkte der Tierkreiszeichen aunsgefiihrt zu werden.

Bemerkenswert ist, daB der Schatten I, mit Hilfe der Sinustafel
ausgerechnet und nicht aus einer fertigen Tafel der umbrae rectae
entnommen wird. Man brancht darum nicht anzunehmen, daB zu Ta-
bit's Zeit solche Tafeln noch nicht vorhanden waren, denn méglicher-
weise hat er hier die Bildung dieser Tafel Iehren wollen. Bekannt-
lich ist die Echtheit der Schattentafel in den von Bjérnbe, Besthorn
und Suter nach lateinischen Handschriften bearbeiteten Tafeln von
al-Hwarizmi %) nicht gesichert,

Tabit gibt weiter fiir den zu konstruierenden Schattenpunkt die
rechtwinkligen ebenen kartesischen Koordinaten an:

L Cosa, . LSing
-

B g ¢ ==

» (Tabit 16, 24, 80—31 usw.).

Die dritte Hauptaufgabe wird im Teil Ib durch Transforma-
tionsformeln fiir die ebenen kartesischen Koordinaten des Schatten-
punktes gelist. Diese Transformationsformeln ergeben sich nach dem
direkten Verfahren folgendermaflen (vgl. Garbers Anm. 91 anf S. 84):

Wirft der Gnomon 4E = s (Iig. 4), dessen Spitze man sich wie
in Tabit’s Schrift ,Uber die Konstruktion der Schattenlinien auf hori-
zontalen Sonnenuhren® *) im Mittelpunkt E der Sphére vorstellen kann,
auf die Ebene 4 BCD den Schatten ¢4 = [, mit den Komponenten
CB = p, 0D = ¢, so wirft der Gnomon HE = p, auf die Ebene

) H, Suter, Die astronomischen Tafeln des Muh. ibn Mfsa al-Khwirizmi., Det
Kong. Danske Videnskab. Selekabs Skrifter, 7. Rekke, Hist. og phil. Afd. III, Kopen~
hagen 1918,

%) Bearbeitet von E. Wiedemann und I. Frank, Mathem -fysiske Meddelelser 4,9,
Kopenhagen 1921722,
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CDHG den Schatten K mit den Komponenten HGG =g, HD = s.
Denkt man sich nun den neuen Gnomon HE = p, im Verhiltnis j

vergrifert, soda er gleich s wird, so wirft er einen Schatten I, mit
den Komponenten *%)

S ' S 3 N g 2yl i - o
Py = (.p)g” g, = (ih)s (Tabit 37, 38, 42, 46, 47).

Natiirlich sind die Kanten s, p;, ¢; des Quaders E denjenigen &y,
des (Juaders ¢E proportional. Am einfachsten und direktesten sagt
man also s0: Wenn man irgend eine der 3 Ioordinaten x, y, # als
Gnomon betrachtet, so sind die beiden anderen die Schattenkompo-
nenten. Aber die Bestimmung des Schattenpunktes durch die ebenen
Polarkoordinaten scheint die iltere zu sein, sodaf aus diesen erst se-
kundéir die kartesischen Komponenten abgeleitet wurden. Ubrigens
kinnte beil Indern jene direktere Methode vorgelegen haben. Nach
Sengupta ) (8. 179) wurde das Lot von der Sonne auf die Horizont-
ebene, also unsere Koordinate z, als $wike == (dnomon hezeichnet.

Fiir die zum HHorizont geneigten Uhrebenen K,, K,, K, werden
auch die rechtwinkligen kartesischen Koordinaten p,, ¢; des Schatten-
endes eines dem Horizont parallelen und zur Horizontspur der Uhr-
ebene senkrechten Gnomons ausgerechnet, und zwar anf mehrere Arten:
1. (65, —2 bis 70,5). Die Aufgabe wird auf diejenige fiir den zur

selben Ulrebene senkrechten Gnomon zurtickgefithrt,

2. (70, —4 bis 7¥). Die Koordinaten werden aus denjenigen in U
berechnet. Dies geschieht auch fiir U,. IMe Lisung fir U, fithrt
Tabit, wie auch Herr G. andentet, auf diejenige fiir U, oder U]
zuriick, indem er in der Horizontebene zu einem neuen rechiwink-
ligen Koordinatensystem iibergeht, dessen eine Achse in die Hori-
zontspur der Uhrebene fillt.

8. (80 bis 81). Die Koordinaten werden aus denen in derjenigen
Threbene berechnet, auf der die neue Uhrebene senkrecht steht.

Herr G. hat die zugehdrigen Formeln abgeleitet.

Wenn ich hier ausgefithrt habe, wie nahe der erste Teil von Ta-
bits Schrift iiber die Ruchiimen derjenigen des Dtolemfius itber das
Analemma steht, so soll das keineswegs heiflen, dafl ich daram eine
unmittelbare oder mitielbare Abhingigkeit des Tabit von Piolemiius
annehme. Tabit war ein grofer Kenner griechischer astronomischer
und mathematischer Literatur, aber eine Erwihnung des Analemmas

) Es wire zweckmilig gewesen, wenn Herr G, hier und auch sonst manchmal
bel seinen Buchstabenformeln, wie er es stellenweise tut, die tatsichlichen Vorschriften

]
Tabit’s wiedergegeben hiitte, z, B. (F-) 5 = .
1
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von Ptoleméus ist mir weder in den Titeln seiner Werke, noch denen
anderer arabischer Werke und Ubersetzungen begegnet. Auf eine
griechische Analemmaschrift diizfte ein Werkehen deuten, das Schoy
iibersetzte mit dem Titel: ,Abhandlung iiber die Ziehung der Mittags-
linie, dem Buche iiber das Analemma entnommen, samt dem Beweis
dazu von Abl Satd ad-Darir®*!). Der genammte Verfasser hat in der
Mitte des 9. Jahvhunderts gelebt®*). Nach dem Inhalt seiner Schrift
kann keine Entnahme aus der Schrift des Ptolemiius vorliegen, es
miifite denn von dieser noch mehr als die Zahlentabellen am Schluf
verloren gegangen sein.

Nichts von den Fachausdriicken des ’tolemius fiir die 6 Bogen
begegnet uns bei Tabit, nichts von der Betonung des Koordinaten-
charakters der BOgen, nichts auch von der graphischen und nomogra-
phischen Methode., Wenn die Schrift des Ptolemiins ibn trotzdem an-
geregt haben sollte, so kann seine eigene Abhandlupg nur das Ex-
gebnis einer reifen, eigenen Verarbeitung sein **%). Blicken wir anderer-
seits nach der Méglichkeit indischer Anregungen, so ist bel der eigen-
artigen Form, der unvollkommenen ErschlicBung und der unsicheren
Datierung der indischen Schriften nur von weiterer Quellenforschung
durch sanskritlundige kritische Forscher Klarheit zu erwarten. Das
dritte I{apitel des Surya-Siddhanta*®) zeigt die verwandten indischen
Methoden. Ich finde hier nur das, was die Horizontalulr betrifft. Die
schon erwihnte Benutzung der Sinusfunktion dureh Tabit, mehr noch
seine Verwendung der Sinusversusfunktion scheint mir awf indische
Anregung hinzudeuten. Auch die von Tabit angewandte Festlegung
der Schattenpunkte in ebenen kartesischen Keordinaten findet sich bei
den Indern®!), aber diese Koordinaten kdnnten ja anch in der grie-
chischen Gnomonik vorhanden gewesen sein, Die indische Berechnung
der Sonnenhéhe A aus f 9, &, wie sie v. Brasnmilhl (Vorlesungen [
S. 41) nach dem S@rya-Siddhanta kennzeichnete, steht der Liosung des
Ptolemius niher als der des Tabit, da sie von der Mittagshdhe keinen
Gebrauch macht.

Wie die Fiiden laufen, ist noch nicht zu entscheiden. SchlieBlich
braucht ja auch, wie Sengupta betont, die indische Methode nicht not-
wendig ans griechischen Schriften von der Art des ptolemiischen Ana-

#) Ann. d, Hydr. v, mar. Met. 50 {1922) 8, 265-271.

) Vgl H. Suter, Die Mathematiker u. Astronomen d. Arab, usw., Leipzig 1200, 8. 27,

44y Aych das Analemma des Diodorus oder der Kommentar des Poyppus dam,
zwel uns nicht erhaltene Werke, kionnten Tabit vorgelegen haben.

13) Kaye setzt ,the later Barys-8iddhiinta® — und das ist der von Burgess und
Whitney bearbeitete Text®) — auf etwa 1000 n. Chr. an. Vgl Kaye, Ancient Hindn
Spherical Astronomy, Journal of the Asiat. Soc. of Bengal, New Series, 15 (1919) 8. 153.

#) Ubersetzung des Siirya-Siddhiata %), 8. 240 und 8. 253. — Vgl Kaye %) 8, 158,
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lemmas hervorzugehen. Denn die geometrische Grundlage der gno-
monischen Aufgabe ist so alt und muBte so notwendig immer auf die-
selben Zusammenhinge fiithren, daB man es sehr wohl fiir moglich
halten kann, da8 beide, die hellenistische Methode des Ptolemiing und
anderer Analemmaschriften und die indische Behandlung unabhiingig
voneinrander ans einem Boden #lterer gnomonischer Betdtignng er-
wuchsen.

Die Untersuchung unseres Gegenstandes warf ein Licht auf die
Bedeutung der sphiirischen Astronomie und insbesondere der Gnomonik
fir die Entstehung und Entwicklung des Koordinatengebranchs und
der analytischen Geometrie im Altertum und im Mittelalter. Polar-
koordinatensysteme und rechtwinklige kartesische Koordinatensysteme
der Ebene und fiir die Kugeloberfliche begegneten uns, die zur Be-
stimmung der mit ¢ und & veriinderlichen Lage eines Punktes dienten
und ineinander transformiert wurden. Das Netz der Stunden- und
Delklinationskurven anf der Sonnenuhr, gegeben in der Darstellang
der Polarkoordinaten oder der kartesischen Koordinaten eines Kurven-
oder Netzpunktes als Funktionen der Parameter ¢ und 8 warde punkt-
weise nach den Formeln dieser Parameterdarstellung in das Koordi-
natennetz gezeichnet. Bei micht ebenen Sonnenuhren, ferner beim
ebenen Astrolab, einem auf der stereographischen Projektion (Plani-
sphirium} beruhenden Instrument zur Transformation sphirischer Ko-
ordinaten, das schon die Griechen hatten, und anderen nomographischen
Instrumenten des Mittelalters wurden Kurvenscharen in noch andere
Koordinatennetze als die polaren oder kartesischen eingezeichnet oder
iiber sie gedeclt,

Wiihrend bei den Kegelschnitten und anderen in kartesischen Koordi-
naten algebraischen Kurven und den Spiralen die Gleichungen zwi-
schen den Koordinaten im Vordergrand standen, fiihrte die Gno-
monik durch die punktweise Berechnung von Sonnenchren in natiir-
licher Weise zur Parameterdarstellung von Kurven, Kurvenscharen
und Netzen. Dabei traten trigonometrische Funktionen auf,

Bei all dem liegt die analytische Géometrie nicht als allgemeine,
rein mathematische, abetrakte und fiir sich bestehende Theorie vor,
sondern die Koordinaten und die sie verkniipfenden Formeln treten
gebunden an die besonderen Anwendungen auf.

6. Zur Geschichte des sphirischen Sinussatzes.

Die bekannte Erfahrung in der Geschichte der Wissenachaft, dafi
Entdeckungen sehr oft #lter sind, als sie herktmmlicherweise ange-
nommen werden, oder daB sie wenigstens Vorliufer haben, hat dazm
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gefithrt, daf man fiir die Auffindung des sphirischen (und ehenso B.uc‘h
des ebenen} Sinussatzes nach immer fritheren Daten gesucht ‘hat. D{e
Schwierigheit besteht darin, dafl manche arabische Mathematiker, wie
al-Battani und Tabit b.Qurra, die Ldsungen gnomonischer oder sphi-
risch-astronomischer Auxfgaben unbewiesen mitteilen, sodafl die Gefahr
vorliegt, ihnen beim Versuch der Rekonstruktion téier Bfaweise Vor-
stellungsweisen unterzuschieben, die uns geliufiz sind, ihnen ab(?r
fern lagen. Man mufl sich daviiber klar sein, was es bedecutet, fiir
Tabit oder al-Battini den sphiirischen Sinussatz zn beanspruchen oder
solche Formeln wie den sogenannten ,Fundamentalfall I, 1T unsw. fiir
das rechtwinklige sphérische Dreieck. Es bedeutet, dafl diese Mfinne.r
bei ihren Berechnungen nicht mehr nach der Weise der Inder die Si-
nasse und Sinusversusse ihrer Deklinationen, Lingen, Azimute usw,
konstruiert und an stereometrischen Figuren berechnet hiit‘ten, und
daB sie auch nicht mehr mit den Sétzen iiber Seitenfunktionen Fler
griechischen Transversalenfizuren gearbeitet hitten. _Sie miifiten viel-
mehr mit sphirvischen Dreiecken operiert und nlC}Z_lf: nur von den
Funktionen ihrer Seiten, sondern auch von den Sinussen Threr
Winkel gesprochen haben, wag fiir die griechische wie difa .inﬁlsche
Vorstellungsweise etwas ghnzlich Nenes war, Ich mb’c}}te_ einiges zar
Begriindung dafiir vorbringen, daf sich aller Wahrschemhchke}t"na.ch
diese grofie Wandlang erst um das Jahr 1000 in den fiihre.nden Kopfen
vollzog, in der breiten Praxis aber kaum durchsetzte. Die I‘?orsch‘mlg
miifite schon ganz Uberraschendes zutage fordern, wenn sie zeigen
sollte, daf der Sinussatz bei Tabit vorhanden war und dann verloren
gm%‘[ir scheint, daf in dem Versuch der Vordatierung des Sinussatzes
noch immer Reste von Delambre's Art stecken, das Alte mit mod'ernfsr
Brille anzuschanen. Hinsichtlich des Kosinussatzes ist man vorsichtig
geworden, aber beim Sinussatz sollte man es ehenso sein.

Dag wichtigste zeitgendssische Zeugnis zur FFag‘e der Entdec_k?n_g
des sphirischen Sinussatzes ist noeh immer das;emgt.a von al - BirfinT,
das uns at-TisT bewahrt hat. At-Tasl nennt den Sinussatz :“dr das
beliebige sphirisehe Dreieck bekanntlich das ,,Ers&tzth.eorem - Der
fiinfte Abschnitt des fiinften Buches seines aufschlufireichen trigono-
metrischen Werkes %) beginnt so:

SHiinfter Abschnitt.

Uber das Ersatztheorem und die Erklédrung seiner Folgerungen

und Arten. ‘

Die Wurzel seiner Behauptungen ist: Die Verhiltnisse der SID}ISSE
der Seiten der Dreiecke, welche aus dem gegenseitigen Sc!melden
griBter Kugelkreise auf der Kugelfliche entstehen, sind glelch den
Verhiiltnissen der Sinusse der von ihnen unterspannten Winkel. s
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ist nun iiblich, diese Behauptung zuniichst fiir das rechtwinklige Drei-
eck zu beweisen. Bei der Aufstellung ihres Beweises schlug man
(verschiedene} Wege ein, die der Meister Abu'r-Raihan al-Birini in
einem von ibm verfaBten Buche sammelte, das er betitelte: ,Die
Schliissel der Wissenschaft von den Gestalten dessen, was auf der
Kugeloberfliche und anderen (Flichen) entsteht®+%). Bei einem Teil
von jenem*®) Verfahren findet sich aber UnregelmiBigkeit. Deshalb
lieff ick von ihnen das weg, was schwieriger zu beweisen war, damit
das vorliegende Buch zusammenfassend sei bei Riicksicht auf die Be-
dingung der Knappheit. Ich beginne aber mit den Methoden des
Fiirsten Abti Nagr “Ali b. “Iraq ("Arraq?), denn das Ausschlaggebende
(al-galib, das Siegende) nach der Meinung von Abu'r-Raihan (d.i. al-
Birtm1) ist, daf er der Voranschreitende zum Sieg dadurch war, daf
er diese Regel (qinim, Kanon) an allen Stellen anwandte, obschon
jeder der beiden Ausgezeichneten Abw'l-Wafa® Mubammad b. Muham-
mad al-Buzgani und Abit Mahmid Hamid b. al-Hidr al-Hufandi eben-
falls die Prioritét (das Voranschreiten) hinsichtlich dieser Regel be-
ansprachte .. .*

Man erkennt hieraus, daB dieses fiinfte Kapitel von at-Tisi einen
gedriingten Auszug aus al-Birfini’s Werk ,Die Schliissel ...4) enthilt,
von dem bisher meines Wissens keine Handschrift ans Licht gekommen
ist*?). Diese Schrift wire von hohem Interesse fiir die Geschichte
der Trigonometrie. Denn wir kinnen uns keinen griindlicheren, weiter-
blickenden und literaturkundigeren Zeugen wiinschen, als al- Birani,
dessen historisches Interesse und dessen kritische Urteilsfihigkeit fiir
einen Mann des Mittelalters erstaunlich ist. Wir diirfen annehmen,
dafi al-Birfini in diesem Werk 2zu dem sphiirischen Sinussatz, als des-
sen wahren Entdecker er seinen Lehrer Abit Nasr hetrachtet, alles
ihm erreichbare Material ebenso sorgfiltig und vollstindig gesammelt
hat, wie er es in geinem ,Sehnenbuch®*¥) fiir die Archimedische Pri-
misse getan hat, und dafl er es wahrscheinlich zugleich an der kriti-
schen Sichtung des Stoffes und der Herausarbeitung und Weiterbil-
dung des Wesentlichen nicht hat fehlen lassen. Was wahrscheinlich
gefehlt hat, wird die Untersuchung der Bedeutung sein, die sein il-

B) upady B2 a3 s Lo wliew {..i:: Jalliie, Wie al-Birini in dem
von ihm selbst angefertigten Verzeichnis seiner Werke (al-Birinl, Chronologie ed.
Sachau 8. XXXX) angibt, hatte die Schrift 155 Blatter. An der angegebenen Stelle
steht ¥Xagd} statt wifu®, Letsteres Wort fehit bei nt-Tasi 8. 125 ar.

49} Richtiger wohl: ,jenent,

) Buter #) (8. 99) ‘scheint fir wahrscheinlich zu halten, daB dieses Werk in der
Handschrift Parie 2497 enthalten ist. Nach den Bemerkungen bei de Slane (Man.
arab, de la Bibl. Nat., p, 448) liegt aber ein ,manuel d’'astronomie® vor,

. 48y Ubersetzt und erddutert von Suter, Bibl, math., 3. Folge, 11 (1910) S8, 1178,
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terer Zeitgenosse Ibn Yfnus fiir die Entdeckung und Anwendung
dieses Satzes miglicherweise hat. Denn es scheint keine Verbindung
zwischen den zeitgenOssischen iranischen Astronomen und Ibn Yinus,
dieser Zierde des Fatimidenhofes bestanden zu haben %)

Jedenfalls aber wiirde sich vielleicht mehr noch als auns sonstigen
Schriften al-Birlinis ergeben, dafi vieles von dem, was man an at-Tiisis
{rigonometrischemm Werk bewundert hat, schon al-Biriini und seiner
Zieit angehort,

Mit dem Ersatztheorem fiir das rechtwinklige Dreieck meint at-Tiist
den Satz

Sing:8ine = Sin 4 : Sin 90°

fiir das bei C rechitwinklige sphiirische Dreieck. Wir wollen diesen
Satz kurz den speziellen Sinussatz nennen. Die von at-Tiisi offenbar nach
al-Birinl beigebrachten 8 Beweise des speziellen Sinussatzes sind
8 Beweise fiir die Regel der vier Groflen. Nach dieser ist in der auns
GroBkreisen gebildeten Fig. 7
(Reg 4) SmndB:Sin AR = SinBC:SinB'(,
wenn 4 € = I ¢ = 90° ist. Hierbei kommt es auch vor, daf die
Winkel hei 4 Scheitelwinkel sind, oder dafl  und B’ einerseits und
B und ' andererseits je auf demselben Grofkreis durch 4 liegen.
Fir den Sonderfall, in welchem an die Stelle von A B und A die
Bigen ADB" = A" = 90° treten, geht die Regel bei der Einfiih-
rung des nenen Begriffs vom Sinug eines Winkels in den speziellen
Sinussatz
Sin BC:8in 4.8 = Sin 4 :Sin 90°

fiber. Von den 8 Beweisen ist der letzte (Tisi 3. 154—155) die De-
duktion auns dem sphiirischen Satz des Menelaos, Die iibrigen sind
Beweise nach der direkten Methode. Der vierte®™) (S. 148—149), ein
Beweis von Abu'l-Wafs’, ist eine Ubertragung der Methode des Be-
weises des Menelaossatzes, wie wir ihn in der Sphérik des Menelaos
und im Almagest finden, auf den Beweis der Regel der 4 Griflen.

Von den iibrigen 6 Beweisen wird der erste (8. 142—146) dem
Abll Nagr und dem Abu'l-Wata® zugeschrieben®®), der zweite (3. 146

9) (Jberraschend ist aber, daf al-Biriini in seinen Werken Aufgaben lehandelt,
die, wie ¢ ans a, ly; &, hy, wohl bei Ibn Yanue, meines Wissens aber bisher nicht
snderswo vor al-Birani gefunden wurden.

8y Denselben Beweis bringt at-Tisi naeh Birger und Kehl?®) (8. 88) in seinem
Almagestkommentar. Birger und Kchl sagen irrtémlich, er sei im Werk tber den
yIransversalensatz® nicht enthalten.

31y Esg ist dereelbe Beweis, den Biirger und Kohl (8. 82) in der Handschrift des
Almagest von Abwl-Wafi’ sahen und den al-Biriini auch an anderer Stelle far Aba
Nasr bezeugt. Vgl. Suter, Zur Trigonometrie der Araber, Bibl. math, 10 (1910}, 5. 158.

Quellen u. Studien Math. B, Bd. 4. 9
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bis 146) und der dritte (S. 146—148) dem Ab@ Nasr und der fiinfte
(S. 149—150) den Astronomen an-Nairizi und Abii Ga‘far al-Hazin.
Als Urheber des sechsten (8. 151—1562), von dem der Verfasser sagt,
dafi er sich kaum von dem fiinften unterscheide, wird al-Hugandi an-
gegeben®), Als siebter und letzter Bewels nach der direkten Me-
thode folgt ein Beweis von al-Bir@nt (3. 152—164).. Man sieht also,
daB af-Thsis Auszug auch in der Reihenfolge offenbar mit seinem Ur-
bild al-Biriini iibereinsttmmi, denn amch im Sehnenbuch bringt al-
Birani seine eigenen Beweise zuletzt.

Diese sechs Beweise sind nun im Grunde
alle Spielarten ein- und derselben Grund-
form %%), die sich folgendermaBen darstellen
ldfit. Man konstruiert (Fig. 7) die in der Be-
hauptung (Reg 4) vorkommenden vier Sinusse
BE=3nAB, BE =8n AB, BD=
Sin BC and B'D = 8in B'C". Der Nach-
weis, daf sich nun BE: B'E wie BD: D
verhidlt, wird meist mit Hilfe der Ahnlich-
keit der rechtwinkligen Neigungsdreiecke

Figur 7. BDE und B'D'E  gefibrt, wobel die
Hilfslinien zum Beweise der Ahnlichkeit verschieden sein kinnen. Im
dritten Beweis (Ab% Nasr) werden statt dessen B} und B'D auf-
gefafit als Sinusse dhnlicher, in Fig. 7 nicht gezeichneter Bégen von
Parallellireisen um £ mit EB und um E mit E'H als Halbmesser.
Im zweiten Beweis fallen die Scheitelpunkte der rechten Winkel anf
verschiedene Grofkreise durch A4, aber auch hier wird mit den #hn-
licken Neigungsdreiecken gearbeitet, ein Fall, den nach Biirger und
Kolhl (8. 83) auch Abu’l-Wafi’ vorsall. In den Beweisen von an-
Nairizi, al-Hazin und al-Hugandi liegt der Sonderfall 40 = A"
== 909 AB == 4B = 90° vor, ferner ist in diesen Beweisen und
dem von al-Birfin1 herriihrenden siebten Beweise das Dreieck BDE
in die Ebene des Dreiecks B I¥ E' hineinprojiziert. Die einfachste
Form der Ableitung, die darin besteht, daf man auf das rechtwink-
lige Dreieck B E den Sinussatz fiir die Ebene anwendet, findet sich
nicht unter den uns bisher iiberlieferten Beweisen. Es erscheint hier-
nach gar nicht ausgemacht, daB der Sinussatz der Ebene vor dem auf
der Kugel da war. Zugleich sieht man wieder, wie schwer sich noch

) In der Tat ist dies fm wesentlichen derselbe Beweis, den Schoy (Isiz VIII,
1926, 5. 260—263)} in einer Kairener Sammelhandschrift als ,Originalbewels des Iu-
frandi* fand.

) Dasgelbe gilt fir die beiden Beweise, die Barger und Kohl (8. 68) bei Mulyi
ad-Din fanden. )
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zu der Zeit, als der sphbiirische Sinussatz bewiesen wurde, die Sinus-
vorstellung von den konkreten Bigen trennte. '

Wir fragen nun nach der Entstehung dieser direlsten Beweise der
Regel der vier Grofien. V. Braunmiithl hat (I 5. 47) den Keim der
Regel der vier Griéfien in einem Hilfssatz gesehen, den Tabit b. Qurra
aufstellte, um darch seine dreimalige Anwendung den sphérischen Saty
des Menelaos zu beweisen'?). Dieser Hilfssatz ist die soeben an
Fig. 7 bewiesene Proportion

Sin AB:Sin AB = BD: B D"

Aber die Lote BD und B'D) unserer Figur, die Tabit dann eliminiert,
sind nicht als Sin BC und Sin B' ' gedeutet. Ja, die zugehbrigen
Digen BC und L' sind nicht gezogen! Deshalb bin ich im
Gegensatz zu v. Braunmiihl nicht der Meinung, daB hieraus die
Regel der vier Griflen ,unmittelbar in die Augen springt®. Auch
bat sich v. Braunmiihls Vermutung, daf Tabit den Schritt zur Regel
der vier Grifen in seiner eigenen Schrift tiber den Transversalensatz
sehr wahrscheinlich schon tat, nicht bestitigt, wie Bjrubos Vertfent-
lichung dieser Schrift®) beweist.

Neben der Arbeit an abstralkteren Teilen der griechischen Sphirik
werden die Fortschritte der arabischen Trigonometrie aus der Beschif-
tigung mit lebendigen und konkreten Einzelanfgaben der sphirischen
Astronomie entspringen. Iiir die direkten Beweise der Regel der
vier Grifen ist dies bei einem 'Peil der Urheber aus dem Bericht von
at-Thsi ersichtlich. Von den beiden #ltesten dieser Urheber, den ein-
zigen, die vor dem Ausgang des 10, Jahrhunderts lebten, hat der eine,
an-Nairizi, seinen-Beweis in seinem Almagestkommentar gebracht, al-
Hazin aber in einem Buche, dessen Titel die Ubersetzung Caratheodorys
nicht richtig wiedergibt. Dieser Titel heillt etwa: ,Teiluntersuchungen
iiber das Wesen der partiellen Deklinationen und die Rectascension® %),
Die ,partiellen Deklinationen® der SBonne sind beliehige Werte & der
Sonnendeklination zum Unterschied von der ,totalen“ oder ,grifiten
Deklination® e, d.1i. der Schiefe der Ekliptik. Dem Nairizi wie dem
Hazin wird die Berechnung der partiellen Deklination é aus der Linge
A und der griofiten Deklination e Gelegenheit gegeben haben, die schon
bei al-Battani ausgesprochene Formel

{Dekl) Sind:Sink = Sine:Sin 80°

%) A-Tisi 8. 160 Kasitmd) ;531 § =il Ragidl Joall Jae Sz oilllaa,
Maglicherweise ist das Wort dypio~ oder es sind die beiden Worter aa Ky s

zu streichen. Dann ist statt | Teiluntersuchungen zu sagen ,Untersuchungen® und
stait ,iber das Wesen der partiellen Deklinationen® einfach ,iber die partiellen De-

kiinatienen®. — Zu tﬁ.f_a.; vgl. al-Battani II 8, 342-—43.
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nach der direkten Methode zu beweisen. Hierbei wird es sich aber
wahrscheinlich nur wm den direkten Beweis dieser speziellen Formel
der gphiivischen Astronomie handeln, nicht um eine allgemeine Prokla-
mierung der Regel der vier Grofen zum Ersatz des Satzes von Mene-
laos. Die Stelle ,avant que ces deux savants aient entendu substituer
la figure supplémentaire 4 celle du segment®®) enthillt einen sehr
irrefithvenden Ubersetzungsfehler. Nicht ,ces deux savanis®, ndmlich
an-Nairizl und al-Hazin bezeichnet at-Tisi oder sein Gewihrsmann
al-Biriini in diesem Ausspruch als diejenipen, die das Ersatztheorem
an die Stelle des Satzes von Menelaos gesetzt haben, sondern ,jene
Ausgezeichneten®, d. h. die an der Spitze des Abschnitts als Entdecker
des FErsatztheorems genannten drei Minner Abf Nasr, Abu'l-Wafi’
und al-Hugandi. An-Nairizl und al-Hazin sind blof Vorldufer. Auf
ihre Arbeitsweise fillt bel Behandlung der Folgerungen aus dem Er-
satztheorem ein Licht. Hier (Tiis1 5. 159) héren wir bei der Folge-
rung (Fig. 7)
Cos BC:Cos ADB = SBin90°%: Cos 4,

dall jeder dieser beiden Gelebrten, als er zum Almagest ein Theorem
(%akl) zur Bestimmung der Ascension kemmentierte, ein Verfahren bei-
brachte, ans dem ,dieser®, d.h. der damn von af-Tisi ausgefiihrte
,Beweis? obiger Folgerung erhellt. Vermutlich handelte es sich um
den Beweis der Bezichung cos) = cosa cos§ zwischen Liinge, Rekt-
aszension und Deklination. Jedenfalls scheint hier der allgemeine
Satz noch an die Lidsung der Einzelaufgabe gebunden zu sein, NMan
mufl sich immer vor Augen halten, dafl es ein schwerer Schritt war,
aus der Kinzellisung der sphérisch-astronomischen Aufgabe eine neue
methodische Regel zum allgemeinen Gebrauch zu abstrahieren. Wie
schon erwihnt, wendet an-Nairizi in der Schrift iiber die Gebetsrich-
tung *?) nicht die Regel der vier Griflen, sondern den Satz des Mene-
laos an. ,

Gerade die Berechnung der Deklination nach der Formel (Dekl)
mufite immer wieder einen Anreiz zum direkten Beweis der Regel der
vier GroBen bieten. Obwohlt at-Tust doch abstrakte Dreieckssiiize
bringt, erinnert uns sein Sprachgebrauch noch an jene Beziehung des
Theorems zur konkreten Deklinationsaufgabe. Denn die (Tist 8. 144)
mitgeteilten allzemein gebrauchten Fachwortpaare ,Deklination®®%)
und ,Breite* besw. ,erste® und ,zweite Deklination¥ weisen auf die
Bezeichnung der Abstdnde von Himmelspunkten vom Himmelsiquator
und von der Ekliptik hin. Das erste Paar von Fachwértern wird im
2. Kapitel des 4. Buches des Mas“udischen Kanons noch in dieser kon-

) At-Tusi §.150, ar. 8. 115: glhiill WKt plia sSaoill S5p® 2a8 F Jud

56) ail. Caratheodory iibersetzt das Wort mit inclinaison.
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kreten Bedentung eingefithrt. Das andere Paar gehbrt der Termine-
logie Abu'l-Wafa’s an. Anscheinend findet es sich in dessen Almagest
schon in dem erweiterten abstrakten Gebrauch, soweit dies aus Carra
de Vaux's Auszug®} (S. 4256—26) zu ersehen ist. Bel der jersien
Deklination® ist hier aber, anscheinend als Belspiel, auf die Deklina-
tion eines Himmelspunktes vom Aquator hingewiesen.

Eben die Beziehung zwischen Ekliptikschiefe, Delklination und
FLinge kann auch einen gewissermallen naturgegebenen und vorherbe-
stimmten Anlaf geboten haben, Dreiecke zu hetrachten und von
der Vorstellung des Bogensinus zu der des Winkelsinus tiberzugehen.
Die Schiefe der Ekliptik ist der einzige, fiir diese Rechnungen kon-
stante Winkel der I benen fundamentaler Himmelskreise, der nicht
gleich 90° ist. Bei den Himmelsgloben, den kugelffrmigen Astrolalien
und den Armillarsphiren war sie als Winkel auf der Kugeloberfliche
stofflich und sichtbar verwirklicht.

Wie nen aber der Ubergang #u Dreieckslehrsidtzen noch nach
dem Jahre 1000 war, sieht man auch daran, daB al-Birfini seinem Be-
weis des sphiirischen Sinussatzes im Mas‘fdischen Kanon (Buch III,
Kap. 9) noch die Uberschrift gibt: ,Uber die sphiirische Transversalen-
figur® (d. i das vollstiindige Vierseit des Satzes von Menelaos) ,und
die fiir ikre Sinusse giltigen Verhilltnisse“. Auch seine Pigur geht
nicht vom rechtwinkligen Dreieck, sondern von einem speziellen voll-
sténdigen Vierseit aus®').

Dafl der Sinus eines Winkels in der Ebene um die Wende
des 10, Jahrhunderts noch etwas Neunes war, zeigt die Mitteilung
al-Biriinis fiber den Beweis des ebenen und sphirischen Sinussatzes
durch seinen Lehrer Abit Nasr®} Hier hilt der Schreiber noch fol-
gende Erklirung fiir nitig: ,Es ist in erster Linie notwendig, daB
man wisse, dafl unsere Worte ‘Sinus cines beliebigen Winkels in einem
geradlinigen Dreieck’ bedeuten: den Sinus des Bogens, der iiber diesem
Winkel beschrieben wird, wenn derselbe im Mittelpunkt des beschrie-
benen Bogens (gedacht) wird® (Suters Ubersetzung 8. 159). TFiir den
Sinus eines Winkels auf der Kugel hat der Verfasser keine Erkldrung
fiir notig gehalten. Natiirlich wird beim Beweis wie immer der

57} Der Vorwurf von Birger und Kohl (8. 65 unten), al-Biriini habe die Voraus-
getzungen seiner Figur unvollstindig angegeben, ist nichs gerechtfertigt. Der die Figur
einfiihrende Satz ist sowohl bei Bilrger und Koht wie bLel Schoy fulseh dbersetzt. Br
heilit, mit den Buchetaben von Birger und Kohl dbersetzt: ,Es sel die Transversalen-
figar 4C, PT aus _GmBkreisquadmnten zusammengesetzt™  {(-ya _b) o) El.b.i u,.iAl:
i__dl..o \..Lb:: ;ﬂ;.} EL")‘ Velieddin 95Db). A, PT ist eine abgekiirste Bezelichnung des
volistindigen Vierseits. Der cbige Satz will sagen, daf in der Figar 22 von Blrger
und Kokl simtliche vier Bigen 4, 4D, PO, PB Quadranten sind, und hieraus
foigen die von Birger und Kohl vermiliten Voraussetzungen,
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Winkel auf der Kugel durch den entsprechenden Bogen des grifiten
Kugelkreises ersetzt, zu dem der Scheitel des Winkels Pol ist. Auch
hier hat man den Eindruck, daf der Sinussatz der Ebene nicht vor
demjenigen der Ilugel gefunden warde. In der Darstellung Abfi Nasr's
folgt der Beweis des Satzes fiir die Ebene demjenigen fiir die Kugel.

Wie wenig Aufmerksamkeit man aber dem Ubergang vom Begen-
sinug zum Winkelsinus geschenkt hat, zeigt die Art, wie v. Braun-
miihl fiber die Ableitung des sphirischen Sinussatzes fiir das beliebige
Dreieck berichtet. Sowohl Abfi Nasr wie Abu'l-Wafa’ zerspalten das
beliebige Dreieck durch eine sphidrische Hohe in zwei rechtwinklige
Dreiecke. V. Braunmiihl (I S. 88—589) bestreitet dies fiir Abu'l-Wafa’.
In Wirklichkeit sind die Beweise beider Astronomen mathematisch
villig tibereinstimmend. Nur macht Abu Nasr bei den Teildreiecken
schon von dem mneunen Sinusbegriff Gebrauch und wendet den speziellen
Sinussatz auf die rechtwinkligen Teildreiecke an, wihrend Abu'l-Wafa’
es noch fiir notig hilt, die Bogen zu den Winkeln zu konstruieren,
um auf jedes Teildreieck die Regel der vier Griflen anzuwenden. Bei
dem Beweis des ebenen Sinussatzes beobachiet man dieselben beiden
Ableitungsarten. Die damaligen Mathematiker waren sich natiirlich
voll bewufit, dafl der spezielle Sinussatz und die Regel der vier Grifien
ihrem mathematischen Inhalt nach identisch sind ®%).

In derselben Zeit, in der man beginnt, von Sinussen der Winkel
zu sprechen, vollzieht sich bei der Sinusfunktion eine zweite Wand-
Iung. Der Sinus totus, d.h. Sin 90° = », wird nicht mehr gleich 80,
sondern gleich 1 gesetzt, wobei man seine Tabelienwerte weiterhin
sexagesimal niederlegt. Fiir jemanden, der Zahlen rein sexagesimal
schreibt und alle Rechnungen rein sexagesimal ausfiihrt, wird diese
Verriickung des Sexagesimalsemikolons praktisch bedeutungslos sein,
da ja eben 60 die ndchst hShere Sexagesimaleinheit ist. In trigeno-
metrischen Rechnungen der Araber becbachten wir das ungliickliche
Mischsystem, in welchem die ganzen Zahlen dezimal, die Briiche sexa-
gesimal ausgedriickt, und die Multiplikationen, Divisionen und Qua-
dratwurzelansziehungen dezimal ausgefithrt wurden. Wenn mit einem
Sinus multipliziert oder durch ibn dividiert werden sollte, wurde er
in eine Dezimalzahl, ndmlich die Einheiten der niedrigsten Sexagesi-

#) In der Bemerknng, diec in Abii Nagr's Menelaossusgabe zu dem Satze 11,2 ge-
macht ist, meint der Verfasser dieser Stelle aber nicht, wie der Herausgeber M, Krause 18)
sagt, mit ,Ersatztheorem® die Regel der vier GréBen, sondern den wirklichen aphérischen
Sinussatz. "Wendet man diesen oauf jedes der beiden Dreiecke AGH und DZFE an,
so folgt aus der gegebenen Proportion die Proportion 8in 4 :8in @ = 8in D: 8in Z,
und da Sin 4 = Sin D ist, so folgt Bin & == Sin Z, aleo & = Z oder @ - Z == 180°,
Da8 mit der arabischen Regel der vier GroBen diese Umkehrung von Menelaos II1, 2
go leicht zu bewelsen wire, bezweifle ich,
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malstelle verwandelt. Hatte die Rechnung einen Sinus ergehen, so
wurde die zuniichst als Dezimalzahl gefundene Anzahl der Kinheiten
der niedrigsten Sexagesimalstelle wieder in einen Sexagesimalbruch
verwandelt ). Dieses unselige Hin und Her kann man in vielen ans-
gefiihrten Rechnungen von al-Birint's Taldid finden. Hierbei stellte
man sich den Sinus totus 60 nicht als Einheit vor. Da geht nun al-
Birfinl im Mas‘iidischen Kanon (wohl nach dem Vorbild von Abu'l-
Wafd’) zum Radius 1 iiber, ,auf daBl wir die mithselige Erwihnung
der Multiplikation mit ihm (dem Sinus totus) und der Division durch
ihn aus unseren Operationen herausfallen lassen, ebenso wie die Er-
schwerung der Sache dadurch, dafl man ihn ganz in Minuten verwan-
delt coder thn im Stellenwert senkt, wenn er 60 Teile betrdgt.”
(Mas'ad. Xan., ITI. Buch, 6. Kap.}*).

So tritt uns folgende bedeutsame Erscheinung entgegen: Al-Biriini,
der im Tahdid (erschienen 1025) noch den Sinus totus 60 zugrunde
legt und nar homogene Formeln bringt, wihlt in dem spéter erschie-
nenen Mas‘fidischen Kanon den Sinus totus 1 und setzt zwar die Ab-
leitungen noch homogen in Proportionen an, bringt aber zum Schluff
inhomogene explizite Endformeln als Rechenvorschriften, wie z. B.
Sind == SinX Sine. Das erscheint mir als ein Wiederaufleben der
alten babylonischen Inhomogenitit und zugleich als ein Vorspiel zu
der modernen Inhomegenitiit, bei der die trigonometrischen Funktionen
Zallen sind. Praktisch ist der moderne Zustand hier schon erreicht

Man hat — dies gilt besonders fiir Biirger und Kohl — den Be-
weisen des Frsatztheorems in den Werken arabischer Astronomen
nachgespiirt. Mindestens ebenso wichtig ist es aber, zu untersuchen,
bei welchen Gelegenheiten und in welchem Umfang sie den Sinussatz
und die Sidtze, die sich filr das rechtwinklige Dreieckk aus ihm folgern
lassen, anwenden., Der Tahdid von al-Biriini bietet mit seinen ver-
schiedenen vollstiindig bewiesenen und zum Teil an Beispielen durch-
gerechneten Einzelaufgaben der sphiirischen Astronomie reichen Stoff
zu der Frage, wie weit bei diesem begabten Schitler Abfi Nasr’s dessen
neue Dreiecksrechnung schon in die Praxis eingedrungen war. Da ist

3} Theon von Alexandrien schreibt in seinemn Kommentar zum ersten Duch des
Almapest ebengo wie Ptolemius sexagesimal nur die Druchteile der Einheiten, alse
das, was hinter dem Sexagesimalsemikolen folgt, fithet aber Multiplikationen, Divisionen
und Quadratwurzelansziehungen sexagegimal aus. Vgi. A, Rome, Commentaives de
Pappus et de Théon d'Alexandrie sur I'Almageste, tome 1I, Commentaire sur les livres
1 et 2 de PAlmageste = Studi e Testi 72, Citta del Vaticans, Biblioteea Apostolica
Vaticana 1936,

00). % Aaa2i3 J..ﬁﬁ A, ade E.;w.i]i) and »...;J.mji J_}/ 3 Riga Lilael o= JoBaaid
3"')-.?- ke (& 131 Kpdja alam ol ades Ozfﬁ'o, Velieddin 84 r. Vgl Schoy#) 8, 34

unten,
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es nun iiberraschend zu sehen, dah al-Biriini fast nur entweder nach
der direkten Methode oder mach der obenr als IIb bezeichneten Me-
thode arbeitet, nédmlich mit der Regel der vier Grifien. Man merkt zwar
im letzteren Falle off, dafl er Dreiecke mit ihren Winkeln auf der
Kugeloberfliche sieht und berechnet. Aber sein stindiges, kaum je
mit einem Namen benanntes Requisit ist die Regel der vier Grifen,
deren Figur er jedesmal herstellt, indem er zu dem durch seinen Bogen
zu ersetzenden Winkel den Kreis beschreibt, zu dem der Scheitelpunkt
der Pol ist. Nur ganz vereinzelt (z. B. Tahdid 8. 123) im Gang einer
griBeren Ableitung wendet er den Sinussatz ohne weiteres aunf ein
rechtwinkliges sphérisches Dreieck an, auch hier, ohne den Satz zu
nennen. Das direlite Verfahren benutzt er fiir Aufgaben, fiir die dieses
gich besonders eignet, und bei denen #ltere Vorbilder vorlagen, wie
bei der Bestimmung der Ortsbreite ¢ auns Azimut und Hhe 4, 4;
@y, By (8. b7—69) zweler demselben Parallelkreis angehiriger Punkte,
oder z. B. bei der Bestimmung von & aus %, «, ¢ (3. 119—120), die
auf den Zusammenhang des sphirischen Kosinussatzes fithrt. Auf-
gaben, die wir mit rechtwinkligen sphiirischen Dreiecken ldsen, und bei
denen auch er durch Anwendung des sphiirischen Sinussatzes auf ein
rechtwinkliges Dreieck zum Ziel hiitte kommen kbnnen, lést er
mit der Regel der vier Grofen, z. B. die Bestimmung von & oder ¢ aus
Sin 8: 8in w == Cos ¢: Sin 90° wo w das Aufgangsazimut ist (S. 129—130).
In anderen Fillen, so bei der Bestimmung der Breite ¢ aus & und
der Aszensionaldifferenz d (fa’dil an-nahdr) gibt er sowchl die Liosung
nach dem direkten Verfahren (S. 187-—139) wie auch die nach der
Regel der vier Gréfen (8. 181). Tir diese sphirische Losung ge-
braucht er im M. Kanon (Velieddin 121a), wo er die Aufgabe eben-
falls auf beide Arten 18st, den Ausdruck ,nach der sphérischen Fi-
gur® (oder ,nach dem sphérischen Theorem®, bi’§-5akl al-kwrri). Ent-
weder, al-Birinl hat mit Rilcksicht auf seine riickstéindigen Leser noch
nicht nach der neuen Art gearbeitet, oder aber — wund das erscheint
mir wahrscheinlicher — er konnte sich selbst nur schwer von der alt-
gewohnten Methode der Bogenfunktionen freimachen, Im M. Kanon
scheint sich der eigentliche Sinussatz etwas mehr durchgesetzt za
haben, doch bedarf dieses grolle Werk noch weiterer Durchforschung.

Ein eigenavtiges Dokument zur Entdeckungsgeschichte des sphéri-
schen Sinussatzes ist die Abhandlung von al-Hugandi ,Uber die Be-
richtigung der Deklination (d. h. der Schiefe der Ekliptik) und der
Ortsbreite nach Erlangung der wahren Werte der Mittagshthen bei
den beiden Wenden® ),

oy gEgsll laddt sl L:'ch\.ﬁi'} dgraze Ouxg Al (oses Jall 6\.:5:.-”"\;:3 3
U_a_.g&ﬁﬁ‘ Wis, Der Text wurde herausgegeben von I, Cheikho in Al-Machrig 11
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Mit seinem riesigen Meridianinstrument, dem Fahr-Sextanten (d. h.
dem dem Biiyidenherrscher Fahr ad-Daula gewidmeten Sextanten)
hatte al-Hujandi an Mittagen dicht vor und nach der Sommer- und
der Wintersonnenwende des Jahres 994 die Kulminationshthen der
Sonne iiber dem Horizont von ar-Raiy beobachtet. Die Aufgabe, hier-
aus die Schiefe der Ekliptik zu bestimmen, hatte er durch eine ge-
schickte Interpolation, deren Feinheit leider in keinem Verhiiltnis zu
einem groben und nur ungenau berichtigten Instrumentenfehler stand ),
auf die Aufgabe zuriickgefiihrt: Aus einer bekannten Deklination 8,
und der belkannten zugehbrigen Liinge X, die Schiefe ¢ der Ekliptik
zu berechnen. Wenn al-Hugandi bei Niederschrift dieser Abhandlung,
also Ende 994 oder etwas spiiter, den sphiirischen Sinussatz, fiir dessen
Entdeckung er die Prioritit beanspruchte, und den cr (Tast S. 162)
pden Kanon (die Regel) der Astronomie® genannt hat, schon besaf,
s¢ hat er hier eine elementare Gelegenheif, thn anzuwenden, versinmt.
Er hat sich nicht einmal erinnert, daB in dem von ikm bei der er-
wihnten Interpolation benutzten und zitierten Tafelwerk von al-Bat-
tani die Formel Sing:Sink = Sine: Sin 909 steht, freilich in der
nach Sin & aufgeltsten Form. Die ungewohnte Art, in der sich seine
Aufgabe darbot, scheint die Ursache zu sein, daf al-Hugandi nichi an
jene Formel von al-Battani ankniipft. Seine Figar und Rechnung Le-
ferten niimlich zuniichst 28,; die Linge war vom Wendepunkt aus
gemessen, und die Unbekannte war e. Selbst das lineare Auflisen
einer Formel nach einer anderen Variablen war diesen Astronomen
noch nicht geliufig. Statt dessen losten sie oft die Umkehrungsauf-
gabe neu an der Figur. Al-Hwarizmi's Algebra hatte cben noch nicht
das Feld dieser astronomischen Formeln erobert.

Die direkte Losung al-Hodandis ist kennzeichnend dafiir, wie dieser
astronomische Praktiker und fahigste Astrolabbauer seiner Zeit, als
den ihn auch al-Birani (Tahdid S. 99) riikmt, eine solche Sache anfafit.
Er konstruiert die Lisung, und setzt seine Konstruktion dann in
Rechnung um, und zwar in einer Weise, die auf die oben erwidhnten
von at-Tist wiedergegebenen 6 Beweise an Iig. 7 fiir die Regel der

- vier Grofen hinauslduft. Nur bringt es die Entstehungsweise der

Aufgabe mif sich, dal der Beweis an einer Figur gefithrt wird, die

man dadurch erhdlt, dafl man in Fig. 7 B, ¢, V', I, in die Sonder-

lage B, ¢", I, E" iibergehen lift, bet welcher ADB" = A(" = 90°
s 1o

ist, und zu dieser Figur ihr Spiegelbild an der Ebene E"A(" hinzu-
fiigt. AC” ist eben ein Aquatorquadrant, 48" ein Ekliptikquadrant

(1208) 8. 60—69. — Uhbersetzung in: Schirmer, Oskar, Studien zar Astronomic der
Araber, Sitzgsber. d. phys.-med. Soz. zu Erlangen, 58 u. 59, 8. 33.

%%} Von anderen Fehlergquellen, wie z. B. der Vernachlissigung der Refraktion,
gehen wir hier ab.
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im Augenblick der oberen Kulmination des Sommerwendepunktes und
sein Spiegelbild der Ekliptikguadrant im Augenblick der oberen Kul-
-mination des Winterwendepunktes. C"B” ist der Meridianbogen e. Ferner
ist bemerkenswert, daf al-Hugandi den Bogen BC, also auch das sphi-
rische Dreieck 4 BC gar nicht zeichnet, denn dieser geschickte Beob-
achter und Spezialist fiir Astrolabien denkt sich wie beim Kugel-
astrolab, wo ja auch fiir die Deklination BC eines beliebigen Ekliptik-
punktes B nicht ein gezeichneter Grofkreishogen oder ein Drahthogen
vorhanden ist, den Punkt B auf dem Parallelkreis zu AC” bis zum
Meridian B” ¢" herumgedreht, und entsprechend das Spiegelbild von
B, sodafi dann die doppelte Deklination 2CB == 23, auf den Meri-
dian f3lit, ebenso wie die Mittagsh6hen, aus denen sie gefunden wurde.

Nimmt man bei al-Hugandis Figur die siidliche, zum Aquator sym-
metrische Hilfte weg und 4ndert den Beweis auf dié halbe Figur um,
so gelangt man zu dem frither erwihnten Beweis, den al-Hugandi
selbst fiir die Regel der vier Groflen gegeben hat. Die natiirlichste
Amnnalime ist wohl, dafl er selbst spiter darauf aufmerksam wurde
oder gemacht wurde, daB seine Ableitung einen direkten Beweis der
bekannten Regel Sind:8ink = Sine: Sin 90% enthiilt, und dal er
dann von dieser Sache seinen direkten Beweis fiir die Regel der vier
Groflen abstrahierte, indem er zur halben Figur iiberging und den
Bogen BC zog. In der Figur des von Schoy?®) mitgeteilten ,Ori-
ginalbeweises® von al-Hugandi zum sphirischen Sinussatz, d.i. aber
eben nur zum speziellen Sinussatz, ist bemerkenswerterweise noch wie
in seiner Abhandlung®) der in die Zeichenebene fallende Kreis voll
aunsgezeichnet, und in der Formulierung des Satzes braucht auch hier
al-Hugandl dag Wort mail (Dellination).

Auf jeden Fall zeigi auch diese Abhandlung von al-Hugandi, wie
sehr ein Asfronom um das Jahr 1000 eine spezielle sphiirisch - astro-
nomische Aufgabe noch nach der direkten Methode zu lisen gewohnt
war, und wie wenig dieser Mitentdecker des sphiirischen Sinussatzes
bei einer solchen speziellen Aufgabe gewohnt war, sphirische Drei-
ecke zu sehen,

Al-Birtini berichtet im Tahdid (S. 93—99) iiber diese Abhandlung
von al-Hugandi und gibt dessen Figur, die man als eine unter Zu-
hilfenahme von Bewegungen vollzogene riumliche Konstruktion des
gesuchten Bogens bezeichnen kann, einfacher als Analysisfigur wieder.
Dabei zeichnet er die Parallelkreisbigen, die den Punkt B und sein
Spiegelbild zom Meridian fiibren, 16t aber wie al-Hugandi den Grof-
kreisbogen BC weg. Den langatmigen Beweis von al-HuZandi faBt
er knapper und klarer. Seltsam aber ist, dafl auch al-Biriini bei die-
sem Referat im Taldid nicht erkannt zu haben scheint, daf hier jene
Bezichung Sind:Sink == Sinz:Sin %0° vorliegt, von der er in dem-
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gelben Tahdid (S. 151) sagt, dafl sie in den Prinzipien der Astronomie
bewiesen werde %),

Auch bei al-Birini méchte man annehmen, daB ihm spéter ein
Licht aufgegangen ist, aber unabhingig von al-Hufandl. Denn im
9. Kapitel des 3. Buches des M. Kanons ) beweist er den speziellen
Sinussatz an einer Figur, die im wesentlichen mit der aus zwei sym-
metrischen Hilften bestehenden Figur aus dem Traktat von al-Hugandi
und aus al-Birfinls Bericht {iber diese Sache im Tahdid iibereinstimmt.
Nur ist hier auch die 3. Seite des rechtwinkligen sphérischen Drei-
ecks gezeichnet, Die merkwiirdige und unnétige Art, den speziellen
Sinussatz an dieser aus 2 symmetrischen Hilften bestehenden Figur
zu beweisen, kann ich mir nur durch die Herkunft ans dem Referat
im Tahdid erkliren. So hiitte denn sowohl al-Hugandi wie al-Birfini
aus der Lisung einer konkreten Einzelaufgabe den Beweis eines all-
gemeinen Satzes abstrahiert, wobel al-Birani die symmetrische Ii-
gurenhilfte beibehalten hiitte, die al-Hulandl abwarf. In der Form
legt bei al-Biriini noch eine inderung vor: Wie in Abl Nasr's drit-
tem Beweis wird an Stelle der Almlichkeit der Dreiecke die fiir dhn-
liche Bogen geltende Proportion als Beweismittel verwandt %), Schliefi-
lich ist noch merkwiirdig, daB in dem von at-Tiist (3. 152—154) mit-
geteilten Bewets al-Birfini's zwar die spiegelbildliche Hiilfte in Tigur
und Beweis wegfillt, der Parallelkreis {Fig, 7) durch I! zum Aquator
AC" aber seine Aunferstehung feiert.

Neben der divekten Ableitung der Regel der 4 Griflen bestand
natiivlich avch immer die Mdglichkeit, sie, wie at-Tusl es zeigt, aus
dem Satz des Menelaos zu deduzieren, wozn man bei Ptolemiins die

¢4y e Ironie der Mathematikgeschichte hat es gewolit, dall aueh der moderne
Bearbeiter von al-Iugandis Traktat den Kern der Ableitung, nitmlich daf bier ein di-
rekter Beweis der Formel siné == sin) sine vorliegt, nicht crfaft hat. 1ir erkiire
sogar {Schirmer®) 8. 72 Anm. 32), das Verfahren des Hufandi eei ein Niaherungsver-
fahren und wirft diesem vor, es sei thm nicht gelungen, ,einen einwandfreien geecme-
trischen Beweis fiir sein Verfahren zu liefern, wie er es wohl wspringlich beabsichtigt
hatte4,

Die Erlguterungen Schivmers enthalten weitere wesentliche Mingel, z. B. ist der
in Anm, 34 8. 73 gegen al-linfandi 2u Unre¢ht erhobene Vorwwrf darang entsprungen,
dafl der Erlduterer al-Hugendi's vollig einwandfreie, mit Bewegungen verbundene Kon-
struktion der gesuchten Lkliptikschiefe nieht verstanden hat.  Al-Hugandi drebt (Fi-
guren 1t und 12 von Schirmer) den Halbkreis #3.L, dem das Lot ZT angehort, um
Eb, big der Fulipunkt 7' dieses Lotes auf H N fillt. Die Erliuterungsfehler gind zum
Teil durch ﬁbersetzungsfehlcr verursacht und dadurch, dal der Ghersetzer ‘extver-
derbnisse nieht richtig gewertet hat.

0y Vel Schoy ), 8. 55 und Barger und Kohl ) 8, 64—05.

) Der zu diesem Zweck gezogene Parallelkreis ist bel Sehoy in Figur und Text
mit dem Grofikreis durch dieselben beiden Punkte durcheinandergeworfen. Birger
und Kohl haben das richtig.
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Praxis und in Menelacs I, 2 die Ausfithrung fand. Aber dieser Weg
war nicht beliebt, denn man wollfe einen Satz, dessen Ableitung die
zusammengesetziten Verhiltnisse entbehrlich machte. Auch haben die
Araber anscheinend nie mit der in Menelaos 111, 2 gegebenen allge-
meinen Form der Regel der 4 Griflen gearbeitet, bei der die Figur
keine rechten Winkel zn haben brauchi,

Die Einblicke, die wir nunmehr genommen haben, legen die An-
nzhme nahe, dafl die direkte Ableitung der Regel der 4 Griflen und
des mit ihr inhaltlich sich deckenden speziellen Sinussatzes grofien-
teils aus der direkten Lisung sphiriseh-astronomischer Kinzelaufgaben
erwachsen ist %), The sphirische Dreiecksrechnung, die, i strengen
Sinne des Wortes genommen, von den Arabern geschaffen wurde, flof
nicht in so einseitiger Deduktion aus dem Menelaossatz hervor, wie
ich das bei Biirger und Kohl in der ,Zusammenfassung® dargestellt
zu sehen glaube. Natiirlich gab es iiber die aus der astronomischen
Praxis hervorgehende und die direkte Methode befolgende Bildung der
Sitze binaus auch ein abstrakieres mathematisches Denken und ein
Durchschaunen der Zusammenhinge mit den theoretischen Sitzen des
Menelaos und der Praxis des Ptoleméus. Dies wird besonders fiir die
beiden Forscher gelten, von denen uns Beweise fiir den allgemeinen
Sinussatz iiberliefert sind, Abfi Nasr und Abu'l-Wafia’. Es galt eben,
aus den Bindungen an die Finzelaufgabe den abstrakten Satz heraus-
zulsen und emporzuheben, um ibn dann aaf alle entgegentretenden
Fingelfille anwendbar zu machen. Diesen Gesichtspunkt erkldrt al-
Biriini ja auch in den eingangs angefiihrten Worten fiir die Haupt-
sache.

Offen bleibt die Frage, ob der Zeitgenosse Abii Nasr’s und Abu'l-
Wafa’s, der fern in Kairo wirkende grofie Astronom Ibn Yonus, bei
der Aufstellung seiner unbewiesenen Formeln mit dem Sinussatz ar-
beitete. Filr modglich muB man das nach den von Schoy iibersetzten
Texten, z. B. aus dem 20. Kapitel der Hakimitischen Tafeln®’) halten.
Wihrend bei der 3. Methode der Azimutbestimmuang (8. 101) die
Formel Sin ¢ = b—l%mmi)g;z k 6, wie wir bei Tabit gesehen haben, zwang-
los nach der direkten Methode erklirbar wire, kinnte z. B. bei der
5. Methode (8. 103) das Operieren mit einem Winkel aul der Kugel-
oberfliche, fiir den kein Bogen konstroiert ist, auf den Sinussatz hin-

#) In gewissem Sinne hiitte sich also eine Entwicklung wiederholt, wie sie sich
nach Bjornbo's Vermutung®) erstmalig bel den Griechen vollzog. Die ven Bjormbo
fiir die Griechen angenommene Alleitung seiner (leiehung 3 von Seite 132 entspricht
der von uns an Fig. 7 betrachteten avabischen Ableitung der Regel der 4 Grolen.
Deselbe Figur und Ableitung siehe bei Sengupta®®) Seite 66 und Seite 175.

&) Ann. d. Hydr. u. mar, Met. 48 (1920).
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deuten, mit dem Schoy (,ad I* 8. 111) die Rechnung erklirt. Da8
aber dem Ibn Yinus ,erwiescnermaBen® (Garbers 8. 10) der Sinussatz
belannt war, kann ich nach dem, was ich an Schriften hieriiber ge-
sehen habe, nicht anerkennen.

Von at-Tasi erfabren wir, daB Abi Nasr in seinem leider bisher
nicht anf uns gelangten ,koniglichen® (d. h. dem Schah gewidmeten)
»Almagest® nach Erwihnung von Tabit's Werk itber den sphiirischen
Satz des Menelaos folgendermaBen fortfihrt: ,Er (Tabit) verfaBte
auch eine Abhandlung {iber etwas, dessen Art ihn (den Satz des Mene-
laos) entbehrlich macht. Nur braucht derjenige, der damit operiert,
unbedingt das zusammengesetzte Verhiiltnis® ®). Hine ungenaune Aufe-
rung Suters®) itber die Stelle hat Unheil angerichtet. Biirger und
Kohl haben sie (8. 63) nicht richtig tibersetzt.

Abfl Nasr hitte sich selr merkwiirdig ausgedriickt, wenn dieses
KErsatztheorem des Tabit dasselbe sein sollie, wie sein eigenes, niim-
lich der Sinussatz, und wenn Tébit also schon eine eigentliche sphi-
rische Dreiccksrechnung gehabt hiitte. Es miiBte dann auch diese Ent-
deckung Tabit's seiner cigenen und der Folgezeit vorangeeilt und fast
in Vergessenheit geraten sem. Es liegt doch niher, daff es sich bei
Tabit um ein Verfahren nach der direkten Methode oder um einen
Satz iiber Scitensinusse handelt. Aus der Fassung von Abii Nasr's
Worten scheint hervorzugehen, dafl jenes Krsatzverfahren Tabit's das
zusammengesetzte Verhiltnis nicht in der Formuliernng des Satzes
enthielt. Vielleicht ist es so gemeint, daf zum Beweis des Satzes
das zusammengesetzte Verhdltnis ndtig war. Man kinnte dann
etwa an die aus dem Satz des Menelaos gefolgerte arabische oder
griechische (Menelaos I1I, 2} Regel der vier Grofien denken. Sollte
die Proportion der oben besprochenen Formeln () fiiv die Transfor-
mation der Uhrsysteme von Tabit zu einer allgemeinen, den Menelaos-
satz ersetzenden sphiirischen lMethode erhoben worden sein, so ldge,
wie wir sahen, ebenfalls der Sonderfall der arabischen Repel der vier
Groflen vor. Die von wuwns hierfiir als wahrscheinlich angenommene
Beweismethode liefle sich aber olme zusammengesetzte Verhiiltnisse
durchfiibiren; sie ldaft sogar auf dasselbe hinaus, wie die sonstigen
von at-Tusi mitgeteilten direkten Beweise der Regel der vier Grofen.
Dagegen kommt diese Regel wirldich in Frage, wenn Abf@ Nasr meint,
daf man bei cinem Teil der Anwendungen des Theorems das zu-
sammengesetzte Verhiiltnis unbedingt braucht.

%5} at-Tisi ar. 8. 125: l}}:,w.ﬂ OF L‘f“"“) RawmkIe RAZ | SRd Land 'ﬂji..w) bzl ‘}.;::,
Kbyl omill Sliantfm My Jae sh K Y il W (el
) Bibl. math., Neue Tolge, 7 (1893) 8. 7.
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Bei den vorstehenden Ausfithrungen habe ich, abgesehen von einer
Bemerkung %), die von M. Krause heransgegebene Sphirik des Menelaos
in der (im Jahre 1008 beendeten) Verbesserung des Ab@ Nasr*f) noch
nicht beriicksichtigt. In einer Anzahl von Zusétzen zum dritten Teil
der Sphiirik werden hier zu Lehrsiitzen des Menelaos neue Beweise
gegeben, und zwar auf ,eine leichtere und schinere Weise®, nimlich
mit Hilfe des sphirischen Sinussatzes, der als das Ersatztheorem be-
zeichnet wird. Hier sehen wir iiber die Sphirik des Menelaos, die
eine Quelle der Anregungen war und in vielen Teilen ja auch in enger
Beziehung zn Aufgaben der praktischen Astronomie stand, die neue
sphérische Trigonometrie hereinbrechen. Man findet Stellen, in denen
der neue Gedanke durchbricht, bequem heraus, indem man die Uber-
setzung nach den Stellen absucht, wo vom Sinus eines Winkels die
Rede ist oder das Zeichen sin mit einem oder drei Buchstaben steht.
Ich nehme an, dafB diesc Zusiitze ein- und denselben Verfasser haben,
und daB dieser Verfasser nur Ab% Nusr sein kann., Ist diese Annahme
richtig, so haben wir hier eine Illustration zu al-Birfini's Erklirang,
dafi sein Lehrer deshalb unter den zeitgendssischen Mitbewerbemrn
der wahre Kntdecker des Satzes sei, weil er ihn an allen Stellen an-
wandte,

Hier weise ich neben dem {riiker®) erwihnten Zusatz zu III, 2
nur auf zwel Stellen hin. Im Zusatz zu 1II, 15 steckt die Ableitung
des allgemeinen Sinussatzes durch Ziehen der Hohe. Ab@ Nasr kinnte
den allgemeinen Satz bei derartigen Aufgaben entdeckt haben. Im
Zusatz zu I1I, 5 beweist der Schreiber die von Menelaos unbewiesen
benutzte Gleichheit der Doppelsinusverhiltnisse zweier perspektiver
Puenktwiirfe auf der Kugel. (Statt der Doppelverhiltnisse hat er na-
tiirlich wie Menelaos ,zusammengesetzte Verhiiltnisse®, d. h. Produkte
zweier Verhiltnisse.) Er gibt zwei Beweise. Bel einem derselben
fiilhrt er das zusammengesetzte Verhilinis (Doppelverhiltnis) der Si-
nusse der Bogen auf der Punktreihe allein mit Hilfe des Sinussatzes
auf das ihm gleiche zusammengesetzte Sinusteilverhiltnis (Sinasdeppel-
verhiiltnis) der Winkel am Scheitel des Biischels zurtick, wie man
das heute noch macht.

Aus dem vom Heraunsgeber Krause in umfangreicher Arbeit beige-
brachten Stoffe zur Textgeschichte nenne ich noch aus dem Kommentar
at-TasT's zu JIL, 5 einen Beweis zum allgemeinen Sinussatz (Krause
S. 64). Bei diesem auf uns wie ein Kuriosum wirkenden Beweis wird
auf jede der durch die Hohe erzeugten Teilfiguren der Satz des Mene-
laos angewandt, entsprechend dem letzten der B Beweise Tisi's fiir
die Regel der vier Grifen.
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Eine zunsammenfassende Untersuchung zur Greschichte des sphirischen
Sinussatzes muf zur Zeit mangelhaft ausfallen. Die Schriften von
Abe’l-Wafd’ und Ibn Yanus bediirfen weiterer Yrforschung, und viele
andere Texte kinnen neune Aufschliisse bringen. Es erschien mir aber

niitzlich, diese vorliufige Skizze von Gesichtspunkten zu den vorliegenden
Fragen zu wagen.

6. Fachansdriieke, Text, Ubersetzung,

Durch die sorgfiltige Textausgabe, die genaue Ubersetzung und
richtige Erklirang hat Herr Garbers einen wichtigen mathemati-
schen Text so einwandfrei erschlossen, wie wir es nns fiir manchen
anderen der in den letzten 3 Jahrzehnten iibersetzten arabischen ma-
thematischen und astronomischen Texte wiinschen michten. Wenn ich
stellenweise eine andere Meinung dullere, so geschieht es in dem vollen
BewnBtsein, daf solche Bemerkungen fiir einen zweiten leicht sind,
nachdem der erste die Hauptarbeit geleistet hat. Ich erlaube mir, zu
Finzelheiten der Ubersetzang andere Vorschlige zu machen, da ich
glaube, da8 liebevolle Kleinarbeit an der Sprache mathematischer
Texte dazu beitragen kann, die mathematischen Vorstellungen und Be-
griffe des Verfassers und seiner Zeit zu Ikliiren.

Es ist zu begriificn, dafl Herr G. (8. 37—88) ein Verzeichnis von
Fachaunsdritcken gibt. Auf diesem Gebiet ist noch viel zu tun. Nicht
nar auf das Verstindnis der Texte, sondern auch auf die Erkenntnis
von historischen Zusammenhiingen kann durch das genaue Studium
der Fachausdriicke neues Licht fallen. Die Sache liegt nicht immer
einfach, wie folgendes Beispiel zeigt:

Eine wichtige Rolle spielt das vom Gestirn aus konstruierte Nei-
gungsdreieck der Fbene des Tageskreises zu derjenigen des Horizonts,
also das Dreieck &ig von Fig. 8. Al-Birani nennt dieses Dreieck ‘das
Dreieck der Zeit' oder auch ‘das Dreieck der Hhe'. Die wagerechte
Kathete ig dieses Dreiecks heifit

bei Indern nach Sengupta®$) (8. 180) danbutale = (nononsohle,
bei al-Battani™) ({11, 8. 84, Z. 4) walar iftilaf al-ufy = Selne™) der
Horizontdifferens,

bei Ibn Yinus™) idtilaf al-ufy = Horizowtdifferenz,
bei al-Biréini (M. Kanon?®), Velieddin 119b) “iyar = dichmasl, Ka-
liber,
s ,,, ( N , o 116 a) dil' = Seite,
") Al-Battini sive Albatenil opus astronomicum .., ed. a Carolo Alphonso Nal-

lino, Mailand I 1899, T 1903, 1I 1907.

") Al-Battini bezeichnet wie die Inder den Sinua, d. h, die Halbsehne, als ‘Sehne’.
) Vgl Schoy®n), 8 98 u. 8. 108,
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bei Abu'l-Wafa’ ™) ™)
bet al-Marrakusi®) Rigsat as-samt = Bruchteil, Anteil, des Azimats.
bei Ulig Beg™)

Dagegen braucht al-Bmini den letzteren Aunsdruck lkissal as-samié
fiir die Koordinate # = gw in Fig. 3, wie #iberhaupt das Wort lissa
eine mannigfache Verwendung findet.

Sehr erwiinscht wire es gewesen, wenn Herr ¢, sein Fachwirter-
verzeichnis zu einem Stellenindex ausgestaliet hiitte, der fiir die nicht

allzuoft vorkommenden Ausdriicke alle Stellen nachweist, so wie das

in dem wertvollen Glossarium der al-Battini-Ausgabe von Nallino ge-
schieht. So hidtte man auch den Unterschied im Sprachgebrauch der
verschiedenen Teilabhandlangen tibersehen konnen (Ausdriicke fiir den
Gnomon, den Ostwestkreis usw.). Auch wire es willkommen gewesen,
wenn man hierdurch den (Gebrauch der Ausdriicke fitr Summe, Diffe-
renz, Produkt usw. statistisch hitte erfassen kiinnen.

Im einzelnen gebe ich nun zu dem Verzeichnis der Fachausdriicke
einige Bemerkungen und Erginzungen.

mail da’irat ad-Sams ist wohl ein Schreibfehler des Herausgebers.

mail a§-ams (z. B. 11, 4) = Sonmnendeklination.

il davagat ad-Sams (z. B. 9,4) = Deklination des Grades der Sonne,
d. h. des Ekliptikpunktes, in dem sie sich befindet == Sonnen-
deklination.

gusame ‘ald {(z. B. 6,—8) = {feilen dwrch ..

qasama bi {12, —3 zweimal) = feilen nach ... {(nicht durch)

qasaing ila (14, —8) = teilen in .
gisma {23, 4; 30, —4) besser Teiluny als FEinteilung.

‘ad fiir den schattenwerfenden Stab (vgl. Grarbers 8. 11 und 8. 77)
findet sich bei al-Battani™) (12. Kapitel) und bei al-Biriini, Tafhim ™)
S.49. Wihrend migyds dem griechischen yvépev sinnverwandt sein soll
(vgl. Dozy™) II 8. 481), diirfte “@d der indischen Bezeichnung des
Schattenstabes damiku = spitzer Pflock, Holestab (vgl. Sturya-Sid-
dhianta®) 8. 239) entsprechen.

maddr (5,—2; 6,3; 9,8; (20,1); 10,—1; 20,-2; 27,—8; 28,—2;
49,4} ist bei den Astronomen der Kreis, den ein Punki der Oberfliche
ciner rotierenden Kugel beschreibt (Techn Terms™) I, 8.478). Dem-

7} Vgl. Carra de Vaux ), 8. 429.

) Vgl. Al-Battani ed. Nallino™) I S, 183,

1) The Book of Instruction in the Elementa of the Art of Astrelogy by ... al-
Birini ((ppsii) delie MY aagsd) W), ... The Tronslation facing the Text by
R.R. Wright, London 1934

"y R. Doy, Supplément aux dictionnaires arabes, 2. &d. 1927,

) A Dictionary of the Technical Terms used in the Selences of the Musalmans,
Ribliotheca Indiea 17, T 1860, 1I 1862.
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entsprechend ist al-madar al-yawmi (Tafhim S. 56) der zum Himmels-
dquator parallele Tageskreis des Gestirns. Das Wort madar wird
allenthalben von den Astromomen fiic Parallelhreis auf der Sphiire, be-
sonders Parallellreis zum Aquator, gebraucht. s nur mit Kreis' zu
iibersetzen, wie Schoy und Biirger und Kohl dies tun, ist nicht
richtiz. Von der Bedeutung Parallelkreis sind die Sonderfille madar
as-sarafdn der Wendelreis des Kvebses und madar al-jady dev Wendehveis
des Steinbocks auch in das Worterbuch von Dozy ™) eingedrungen.

bu'd as-3ams win wasat as-sama’ Vimadar al-falak wire demnach ‘die
Entfernung der Somnne von der. Himmelsmitte, (gemessen) an (bi) dem Pa-
rallelkreis der Sphdrd. Wenn man die Priiposition b mehr instrumental
als rdumlich nimmt (genauer gesagt: ll-mugabala ™)), heiBt es: ‘d. F.
d. 8 v.d. H., (gemessen oder ausgedriickt) durch den Drelavey (oder die
Drehung) der Sphive’. In diesem Falle konnte man unter madar al-
fulak statt eines vollen Parallelkreises den bei der betreffenden Drehung
der Sphiire von dem Punkte des Parallelkreises oder dem entsprechenden
Punkte des Aquators zuriickgelegten Bogen verstchen, also dasselhe,
was al-Battani (III, 8. 45, Z. 10) ma dara min al-fulek nennt, ‘was’,
d. h. ‘Ywieviel sich von der Sphive drebte, oder “wm wieviel sich die Sphire
drebte’. (An der angegebenen Stelle rechnet al-Battini den Betrag
vom Sonnenaufgang an.) Den Gebrauch von madar fiir einen Bogen
des Parallelkreises kann ich aber nicht belegen. Zu der Ubersetzung
‘durch die Drehung der Sphire’ kommt man indessen auch, wenn man
madar als Verbalsubstantiv auffaBt (vgl. Lane™) 8. 932). FEs ist ja
auch nicht von dem snaddr eines Gestirns oder von einem madir der
Sphire, sondern von dem madar der Sphire die Rede.

Der angedeutete Gebrauch von W lil-mugalale oder lit-fa‘wid findet
sich in mathematischen Texten hiufig: bu'd «d-fams ma'lim bimigdar
qufr al-ard ‘the distance of the sun .. .. in terms of the earth radius'
{Taflam S. 116). In unserem Text: agea’ at-fil bi'aged® al-migyas ‘die
Teile der Linge, (gemessen, ausgedriickt) in den Teilen des Gnomons'
(17, 2; vgl. auch 6, —2). In diesen Beispielen liegt die Sache nur in-
sofern etwas anders, als die mit bi eingefithrte Grofie die MaBeinheit
angibt, in der die zuerst genannte Grifie gemessen wird. maddr im
Sinne der vollen Umdrehung bei Tabit als MaBeinheit des Drehwegs
aufzufassen, wire zu gesucht.

Wenn ich Hexrrn G. recht verstehe, meint er mit ,Angel der Kugel®
so etwas wie die Rotutionsachse der Sphire. DaB aber bei Tabit wmaddr
al-fulak eher eine GriBe als ¢in Gebilde, wie die Achse, bedeuten
mufi, zeigt besonders die Stelle 49, 4: ‘sodaB du hierdurch ermittelst,
was an (min) Drehung (oder Drehweg) der Sphiire (d. h. welcher Be-

™)} Vgl. Wright, Arabic Grammar, 3. ed. II, 8. 164 A.
") E. W, Lane, Maddu-I-Hamoos, an arabic-english Liexicon, London 1863—1893.

Quelien u. Studien Math. B, Bd. 4. 10
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trag von Sphirendrehung oder welcher Betrag des Parallelkreises)
zwischen jedem von dir gewlinschten Zeitpunkte und dem Meridian-
durchgang (der Sonne) im Orte dieser Leute vorhanden ist’. Auch 9,3
steht min.

Obwohl nach Lane madar auch ‘the axis of the firmament, or ce-
lestial orb’ Dbedeaten soll, habe ich das Wort in astronomischen Texten
als Bezeichnung der Achse der Sphiire nicht gefunden. IMese Achse
nennt al-Birlinl wihwar (Laflim S. 55), ebenso der arabische Glossist
einer Handschrift des Bar-Hebraeus®) und das Dict. of Techn.
Terms, I, 5. 297. Al-BattanT und al-Farfani sprechen nur von
den Polen, nicht von der Achse.

gihe wird bekanntlich als Bezeichnung der 4 Haupthimmelsrich-
tungen Nord, Siid, Ost, West und der 6 Hauptseiten eines Kirpers
gebraucht: vor, hinter, rechis, links, iiber, unter. Mathematisch kinnte
man also etwa sagen: gika ist die Bezeichnung fiir jeden der 4 oder
6 Hanptstrahlen eines rechtwinkligen kartesischen Koordinatensystems
von bevorzugter Lage in einem Kborper, d.h. der 4 oder § mit einem
Sinn versehenen Achsenrichtungen dieses Koordinatensystems. In un-
serem Text kommt das Wort wiederholt in der Bedeutung einer Heupt-
limmelsrichtung vor (12, —1,; 57, —2; 58,2; 58, —4; 60, —4; 62, —2 usw.).
Z. B. 60, —4: ‘so nimm das Azimut von der Sfidrichtung aus’. 17,3
und 78, 2 wird aber in derselben Bedeutung statt gilie das Wort nahiye
gebraucht.

In mathematischen Texten, und so auch in dem vorliegenden, dient
das Wort gika iiberaus oft dazu, bei den ermiidenden Diskussionen der
verschiedenen Fiillle das zu kennzeichnen, was wir durch den Sinn
der Richtung einer Koordinate zam Ausdruck bringen und durch ein
Vorzeichen bezeichnen. Diesen Gebrauch beobachtet man besonders
oft dann, wenn der Nullpunkt und die Griofe der Koordinate schon
bekannt sind. Beispiele: 78, 3: ‘Die Seite, nach der sie (die Breiten-
komponente} liegt, ist dieselbe, nach der die Teile (Einheiten) der
Breite ®!) bei der ersten Ruchdme lagen'. — 11, 3: ‘Willst du nun wissen,
nach welcher Seite es liegt, d.h. nach welcher Seite das Azimut der
Sonne liegt, so nimm zur Kenntnis: Liegt die Sonnendeklination nach
der entgegengesetzten Seite, wie dein Ort, oder liegt sie nach derselben
Seite wie dein Land und ist sie dabei gréfler als die Ortsbreite, so
liegt das Azimut auf derselben Seite, wie die Deklination.” (Wir wiirden
sagen: Hat 8 — ¢ das Vorzeichen von 8, so hat das vom Ostpunkt aus
gemessene o (= 180°) dasselbe Vorzeichen). — 38, 2: ‘und beide ligren
auf (oder mach) derselben Seite’. — 21, —1 und 63, —4: fi gilko wakide
‘auf derselben Scite'. Die Ubersetzung ,hintereinander® an der zweiten

%) Le livre de l'agcenaion de I'esprit, traduit par T. Nau, Pare 1809, II, 5. 5,
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dieser beiden Stellen ist sprachlich und sachlich
nicht méglich. Tabit will sagen: wenn beide Bogen,
nidmlich das Schattenazimut «, und die Zenit-
distanz { = 90°— q, des hochsten Punktes von K,
auf derselben Seite der Linie Nadir-Zenit liegen
(Fig. 8). Wenn Herr G. mit ,hintereinander® meint,
daf die beiden Bogen aneinanderstoBen, so trifft
das npicht zu, da Tabit { ausdriicklich vom Zenit S
: . Sttt
aus und das Schattenazimut «, notwendig vem Asdir azimaf
Nadir aus mifit. In den Figorén 17-—20 von Gar- Figur 8.
bers ist a, als Sonnenazimut gezeichnet.

Ich halte es nicht fiir richtig, das bei diesen Diskussionen in ein-
und demselben Sinne gebrauchte Wort gihe mit den verschiedenen
Wiortern ‘Himmelsrichtung’, ‘Seite', * Richiung' wiederzogeben, wie dies
z. B. fiir die Manuskriptseite 11 geschehen ist. Das Wort ‘Richtung’
ist ganz zn vermeiden, da gila sich hier nicht mit unserem Begriff
Richtung deckt®). In Fig. 8 liegen die beiden Biégen auf derselben

Zenif &

_ Seite, haben aber, modern gesprochen, verschiedenen Drehsinn, Als

einzig mégliche Ubersetzung erscheint mir ‘Seite, ant (f1) der’, oder
‘nach (ila) der etwas liegt’. Denn abgesehen davon, daB man 11,4 an
die beiden Seiten des Aquators anf der Sphiire denken kann, handelt
es sich bei diesem Gebrauch stets um die beiden Halbebenen, in die
eine Gerade eine Ebene, oder die beiden Halbkreise, in die ein Durch-
messer, ndmlich die Nullinie, einen Kreis zer-
legt (Fig. 9). Diese beiden Seiten liegen meist
nach Haupthimmelsrichtungen, sodaf sich fiir
den Schreiber meist gika = Haupthimmelsrich-
tuny mit gika = Scite deckt. Doch brancht **
dies micht der Fall zu sein, wie 63, —4 zeigt.
Auch an den oben angefiihrten Stellen (1.2, —1;

57, —2 uwsw.), wo wir gika die Bedeutung
Haupthinonelsrichtung geben, wird die gila stets Figur 9.

in Korrespondenz mit der diametral gegeniiberliegenden gebrancht.

DabB man auch das fiir die beiden Seiten einer Ebene im Raum ge-
brauchte wagh mit ‘Seite' fibersetzen muB, stért nicht weiter, denn
dies ist dieselbe Sache fiir die niichst hihere Dimension. 52, —2: ‘o

liegt er auf devselben Seite der (Uhrebene), nach der sie geneigt ist.
Ahnlich 55, 2,

1) Zur Uberactzung ,‘I'vile der Breite vgl. aber das weiter unten zu 27, -2 Gsusgte,
*%) Freilich wird das Wort gite anderswo auch fir die unendliche Menge der
Roumrichtungen gebraucht, so T'aldid 8. 82, wo gesagt wird, dull sich schwere Kdrper
svon allen Beiten® (min gawd® al-gihat) auf den Erd- und Weltmittelpunkt zu bewegen,

10*
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An der Stelle 62, -2 stéBt gika = Haupthimmelsrichtung mit giha
= QSeife zusammen: ‘und nach derselben Beite wie dieses von der
Himmelsrichtung des jener hichsten Stelle niher gelegenen Halbmeri-
dians abweicht’,

Wie man mit dem Begriff ‘Richtung’ Schiffbruch leidet, zeigt die
Fufinote 125 zu 77, 3. Ich fibersetze diese Stelle: ‘Liegen die Ab-
weichung der Ruchame und das Azimut (der Sonne) auf verschiedenen
Seiten (der Nordsitdlinie), und ist die Summe beider kleiner als ein
Viertelkreis, so liegt sie (‘die Lénge’, d. h. die wagerechte Komponente
des Schattens in der vertikalen Uhrebene) nach derjenigen Seite (der
Linie Nadir-Zenit), die entgegengesetzt der Himmelsricktung — Nord-
oder Siidrichtung — ist, von der das Azimut anfing’. In der Grund-
rifiprojektion Fig. 10 fingt das Sonnenazimut « vom Siidpunkt an,
und es ist a+¢ << 90° Dement-
sprechend fallt p, anf die Nord-
hillfte der Uhrebene X, Was es
in der Fufinote 125 bedeuten soll,
daB die Richtung von p, tangen-
tial der Drehrichtung von « gleich-
oder entgegenlaufe, verstehe ich
night. Fabit hat bei den Diskus-
sionen keine gerichteten Strecken
und keine , Drehrichtung®, sondern
immer nur Zweiseitigkeit, d. h. ein
Liegen der Gebilde auf oder nach

Figur 10. der einen oder anderen Seite.

Ubrigens scheint mir die Diskussion 77, 3 so, wie sie im Text steht,
nicht in Ordnung zu sein.

Es folgen nun einige weitere Demerlkangen zum Text und zur
Ubersetzung.

7,4 ist statt fagsimu wohl zu lesen fusamma: ‘derjenige, welcher
Hihe heilit’®2).

Sollte man 13,1 nicht statt fublaga lesen fanbagi? ‘die Griofle des
Schattens von der Himmelsrichtung aus, die dem Anfang des Krebses
in jener Stundenzeit zukommt'. ibtaga heilt doch nicht ‘gebrauchen’®).

37, 8 Druckfehler. Lies _aiall statt _acwll,

Die Stelle 53, 3—4 ist in Unordnung, da bei der dritten Art das
Azimut nicht auf der Nord- oder Siidseite liegt, sondern auf der Ost-
oder Westseite.

Nord

"-’:) Bei dieser Vermutung bleibe ich, obwohl der Text, wie mir Herr Garbers freund-
Yichet witteilt, deutlich tagsimn hat. Uber die Gute der Handschrift ist mir nichis

bekannt. ‘ B
#4) Wach Mitteilung von Herrn G. ist das Wort in der Handschrift nicht vokalisiert,

192

Tabit b. Qurra’s Buch iiber die ebenen Sonnenuhren 147

71, —4; 72, —4; 74,3. Ich kann diesen Stellen nur einen Sinn
geben, wenn ich statt alad lese wahid, oder annehme, daf das Wort
ahad hier adjektivisch gebraucht wird. Dann bedeuten diese Stellen,
daB bei diesen Multiplikationen ‘stets ein und dasselbe’, d. h. eine Kon-
stante heranskommt, welches aunch immer die Neigung { sei.

75, —3. Es erscheint mir nicht mdglich, durch Weglassung eines
bi‘ainiha die Stelle in Ordnung zn bringen. Ich lasse beide bi‘winika
stehen: ‘wenn Azimut und Deklination, die entweder beide von der
Nordrichtung aus oder beide von der Stidrichtung ans genommen sind,
entweder beide auf der Ostseite oder beide auf der Westseite liegen',
Dann muf} es allerdings 75, —2 statt fr giha wakida heiflen: fi gikatain
muhtalifatein ‘anf verschiedenen Seiten’. Die Verwirrung kommt wohl
daher, daB Sonnenazimut und Schattenazimut mit einander verwechselt
sind. So wie der Text dasteht, paBt 75, —8 auf das Schattenazimut
und 75, ~2 und 77, 3 passen auf das Sonnenazimut.

Eine getreue und genaue Ubersetzung kann nicht immer eine wort-
liche sein, sondern muf sich nach dem Wesen der Sprache, in die
iibersetzt wird, richten. Das ist bei mathematischen Texten im Inter-
esse der Deutlichkeit besonders nbtig. 22,8 =z B. wiirde ich iiber-
setzen: ‘und die Seite, nach der er (der Bogen) liegt, ist die Siidseite
oder die Nordseite'. 121, —4 kan alomail ila gihat biladka heiBt nicht:
‘die Deklination fillt nach der Seite deines Landes' sondern: f&llt
nach derselben Seite wie dein Land’.

17, —2: ‘Durch dieses Verfahren findet man (auch), wieviel ,Teile¢
(== Einheiten) die Léinge und die Breite des Teils der Ruchame be-
tragen, anf den die Stunden eingezeichnet werden sollen, und (man
findet), auf welche Stelle der Gnomon auf ihr zu liegen kommt . . . -
(Kr denkt an die Herstellung der Platte). Wir sagen doch nicht: ‘Ich
kenne die Lingenzentimeter’ sondern: ‘ich kenne die Linge in Zenti-
metern’. Im 9. Kapitel des 5. Buches des Mas'fidischen Kanons von
al-Biriini lautet eine Spalteniiberschrift in einer Tabelle: amyal al-
agalim bil-‘ard. Das ist: ‘Klimabreiten in Meilen'.

48, —2: fulak nicht ‘Erdkugel’ sondern ‘Sphiire’ oder ‘Himmelskugel’.

44, 2: al-musta’malain nicht: ‘den ... man braucht’. Es ist hier
nicht gesagt, daB man den Schatten braucht, sondern das Azimut und
den die Rolle der Hihe spielenden Bogen.

15,1: “ala hasb nicht: ‘wegen der Abmessung der erforderlichen
Liingen’, sondern: ‘entsprechend dem (oder: nach MaBgabe dessen), was
an Linge und Breite fiir den Ort der Stundenteilung erforderlich ist'.
Ebenso 49, —4 nicht: ‘feststeht auf Grund der Berechnung der Diffe-
renz' sondern einfach: ‘der Differenz entspricht’. ‘ald kash = bikash,
vgl. Dozy ™) I, 8. 284,
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Dafi ein in demselben Sinne gebrauchter Terminus méglichst immer
durch dasselbe Wort zu iibersetzen ist, wurde schon bei gika gesagt.
Wenn migyds mit ‘MaBstab’ tibersetzt wird (6, B), so ist dieses Wort
in Anfithrongszeichen zu setzen. Besser ist, immer ‘Gnomon’ zu sagen,
und das Wort beim ersten Vorkommen zu erkliiren.

Herr G. gebraucht in der ﬁbersetzung das Wort rubdma und gibt
ihm das siichliche Geschlecht und den arabischen Plural ‘die rubamat’.
In einer besonders auch fiir des Arabischen nicht kundige Leser be-
stimmten Ubersetzung hiitte ich statt dieser fiir das deutsche Ohr
hifilichen Bildungen die Bezeichnung ‘die Ruchdme’, Mehrzahl ‘die
Rychamen’ gewagt.

194




