Zur Finfihrung.

gewdhlten Zahlenwerten fesseln aber die Jugend solche Berechnungen,
welche durch Versuche vor der Klasse oder durch Schiilerversuche ihre
Grundlage erhiclten. — Weitere Forderungen bringen dem physikalischen
Urteile Denkaufgaben, die entweder von theoretischen Uberlegungen
oder von Erfahrungen und einfachen Versuchen ausgehen.

Zu begriifien wire es weiter wohl, wenn diber die Anwmdungen
neuer, pweckmafiger Untermcktsappamte hiufiger als bisher von
Fachgenossen, welche diese Apparate benutzen, Mitteilungen gemacht
wiirden. Vom Urheber einer Neuerung wird nicht selten die Beschreibung

der einen oder anderen wichtigen Mafnahme beim Gebrauche des Appa- -

rates unterlassen, weil sie thm vielleicht selbstversténdlich vorkam oder
die Befiirchtung zu grofer Breite der Mitteilung hervorrief. Aufierdem
ist mancher Apparat beim Gebrauche unier verinderten Umstinden von
anderer Wirksamkeit. Kurse Berichte iiber solche Erfahrungen diirften
stets von Nutzen sein. Dem experimentierenden Unterrichte haben auch
immer wieder praktische Neuerungen Forderungen und Erleichterungen
yebmcht die von der Technik dargeboten wurden, die aber oft schr lang-
sam in allgemeineren Gebrauch kamen. Auch auf solche Hilfsmittel
kinnte durch kurse Mitteilungen Kingewiesen werden.

Soweit es der verfiigbare Raum gestattet, sollen aufer demt physi-
kalischen Lehrstoff auch diejenigen Teile der Chemie, welche den Zu-
sammenhang dieser beiden so nahe verwandten Wissenschaften au fordern
geeignet sind, beriicksichtigt werden. Besondere Beachtung wird dabes der
sowohl fiir den Fortschritt der Wissenschaft als auch fiir einen in die
Ticfe dringenden Schulunterricht so hochwichtigen physikalischen
Chemie zuzuwenden sein.

Die iibrigen Naturwissenschaften sollen im allgemeinen nur in
Form kleiner Mitteilungen und durch Rezensionen beriicksichtigé werden.

Dresden, im Juli 1915.
H. REBENSTORFF.

Kartesische Koordinaten, Parallelkoordinaten und Funktions-
skalen als Arbeitshilfsmittel im Unterricht.

Von P. Luckey in Elberfeld.!)

Mit 17 Figuren im Text.

Die Methoden der graphischen Darstellung sind bekanntlich
groBenteils auf den Arbeitsfeldern der die Mathematik anwendenden
‘Wissenschaften, insbesondere der Technik, emporgewachsen. Auf diesem
Boden war und ist die graphische Darstellung aber nicht nur eine
schéne Veranschaulichung von abstrakten GréBenzusammenhingen,
sondern hat einen besonderen Wert als Arbeifshilfsmitte]l. Dieser ihr
Arbeitswert ist ein doppelter.

Erstens dient sie zur Aufsuchung unbekannter gesetemiifiger Zu-
sammenhinge aus Erfahrungsgrofien. Als Beispiel hierzu diene folgende
Aufgabe, die fiir die Stufe des Tertianers nicht trivial sein wird: Wie
berechnet die Eisenbahn die Fahrkarten vierter Klasse? Ein Taschen-
kurshuch und die ithm beigegebene Preistafel lehren:

. . Entfernung  Preis . . Entfernung | Preis

Station km g PE 2 Station km Pfg
Elberfeld Hbf. 0 0 Landwehr...... 21 45
Sonnborn ..... 4 10 Leichlingen ....: 24 50
Vohwinkel . 7 15 | Opladen. .....: 29 60
Gruiten.,..... 11 25 Schlebusch..... 33 70
Haan.... .... 15 30 Miilheim (Rh.).. 41 85
Ohligs......... 18 40 Coln Hbf....... 46 ©95

Es entsteht die in Fig. 1 als ,vorlaufige Prelskurve“ bezeichnete Linie.
Welcher SchluB ist aus ihrem anndhernd geradlinigen Verlauf zu ziehen,
und- welche Erorterungen fithren schlieBlich zur Hinzeichnung der
pidealen Preiskurve“? Eine andere Aufgabe wire: MiB Umfang und
Durchmesser kreisformiger (ebilde (Réder, Zylinder, Topfe usw.) und
suche die Beziehung zwischen Umfang und Durchmesser durch gra-
phische Darstellung auf!

Die andere Anwendungsweise der graphischen Darstellung ist die
als Rechentafel (Nomogramm). Wihrend soeben die Zeichnung all- -
mihlich entstand, liegt jetzt eine fertig und genau gezeichnete Dar-
stellung vor, z. B. die ideale Preiskurve der Fig. 1, die nun dazu be-
nutzt werden kann, beliebige Einzelaufgaben ohne Rechnung zu 15sen.

1) Da Verfasser als Kriegsfreiwilliger im Felde steht, ist die Korrektur
von der Schriftleitung besorgt worden. Die Schriftleitung.
Zeitschr, £, mathem. . naturw. Unterr. XLVI, 29
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So zeigt die Tafel z. B., daB

fiir eine Fahrstrecke von 12km

der (nicht abgerundete) Fahr-

preis 24 Pfg betrigt. Die Her-

stellung einer Tafel fiir die

80

Multiplikation mit 2 wére

allerdings einfiltig; Sinn hat

aber schon die Aufgabe: Stelle

70

eine Tafel her, aus der die Dicke

y von zylindrischen DBaum-

60

stdmmen aus dem gemessenen

i : Umfang = entnommen werden

kann, da die Teilung einer
ErH womdglich mehrziffrigen Zahl

durch einen Niherungswert

von « nicht so augenblicklich

auszufiihren 1st. Die Her-

30

stellung dieser Tafel, von der
Fig. 2 ein Bruchstiick zeigt,

fitaiees

erfordert schon eine Anzahl

S
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=

praktischer [Uberlegungen: Die

i . Tafel braucht nur fiir den Be-
s reichk £ =1 bis 2 == 10 der

Ethorfeld HYf. i
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Abszissen und den entspre-
chenden Bereich der Ordinaten
ausgefithrt zu werden; denn
denu hat man z. B. den Be-
reich 0,1 bis 1 dadurch, daf
man alle Zahlen in Gedanken

e - durch 10 teilt. Der zu wih-
lende MaBstab hiingt von der verlangten Genauigkeit ab. Soll die
dritte Ziffer noch zuverldssig sein, so wird man bei sorgfiltiger Zeich-
nung die Einheit auf der Abszissenachse mindestens gleich 2 cm machen.
(Ein Getibter schitzt die finftel Millimeter noch mit bloBem Auge.)
Fur die Ordinaten wiirde sich jetzt nicht derselbe MaBstab empfehlen,
da sonst die Parallelen zur Abszissenachse die Darstellungsgerade zm
flach treffen, was der Genauigkeit der Ablesung schadet. Die glinstigste
Steigung der Darstellungsgeraden wire 46°. Wahlt man die Einheit
auf der Ordinatenachse 5 cm lang, so hat man bei Benutzung von Milli-
meterpapier eine brauchbare Unterteilung und zugleich eine der ge-
nannten giinstigsten Steigung geniigend nahe kommende. Rechnet man
x =~ %, so kann man leicht ¢inen vom Nullpunkt moglichst weit ent-
fernten Gitterpunkt angeben, der, mit jemem verbunden, die Dar-
stellungsgerade ergibt. Die Frage, welche Bestimmung von y nach der
Tafel gensuer ausfillt, ob die fiir # = 11 cm oder die fir z = 110 cm,
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ob die fir z =

£ 90 e oder die
%usk fir # = 110 cm,
i} gibt Erdrterun-

gen tber Genau-
igkeit.

Bisher haben
wir stillechwei-
gend unter gra-
3 phischer  Dar-

stellung  eine

solche in recht-

winkligen karte-
sischen Koordi-
naten verstan-
den. Wer einmal
1 ’ 2 3 wirklich  mit

Fig. & einer ,kartesi-
schen Rechentafel“ gearbeitet hat, wird empfunden haben, daB das Ver-
folgen der richtigen Parsilelen zur Ordinatenachse, welche Parallele
meist zwischen zwei wirklich gezeichneten nach dem AugenmaB ein-
geschaltet gedacht ist, und das Feststellen und Verfolgen einer eben-
solchen Parallelen zur Abszissenachse unbequem, fir das Auge er-
miidend und daher eine Quelle von Fehlern ist. In der Tat, so un-
vergleichlich wertvoll das kartesische Kurvenbild einer Funktion fir
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Pig. 8.

ihre Anschaulichmachung ist, als Rechenfafel ist es meist unzweck-
mafig und die Nomographie kennt weit vorteilhaftere Methoden. Sie
liegen sogar iiberraschend nahe.

Vermehrt man in der Figur fiir die sogenannten Strahlensitze
(Fig. 3) die Zshl der Parallelen ins Unendliche, wihrend die beiden
Strahlen s und s’ fest bleiben, so erzeugt man die unendliche Reihe
von Abschnitten y (Ordinaten), die den entsprechenden Abschnitten z
auf dem einen Strahl (Abszissen) proportional sind (Fig. 4). Dieser
Satz und eine seiner Umkehrungen begriindet die in Fig. 1 und 2 an-
gewandte kartesische Darstellung der Proportionalitit. Lassen wir da-

29%
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gegen nun in Fig. 3 die beiden Parallelen festliegen, ven?lehren da-
gegen die Zahl der durch P gehenden Strablen ins Unendliche, so er-
zeugen wir auf den beiden Porallelen eine unendliche Folge proportio-
naler Sttcke (Fig. 5 und Fig. 6). Die beiden Parallelen spielen also

Fig. 8.

jotzt die Rolle der Koordinatenachsen. Wir wollen sie als U-Achge
und ¥V-Achse bezeichnen. Auf jeder dieser beiden Achsen muB ein

Anfangspunkt (Nullpunkt) und eine positive Richtung fiir die Koordi- -

natenskala eben sein. Der Nullpunkt auf der U-Achse heiBe A4,
derjenige agt?g der V-Achse heiBe B. Die Lage der Punkte 4 und B
auf den Achsen ist beliebig. Die Verbindungsstrecke .AB wollen wir
den Sfeg des Parallelkoordinatensystems nennen. .DIB Darstellux.]gs-
méglichkeit der Proportionalitét in diesem Koordmatensyate'm liegt
nun elementsr begriindet in den Sitzen: Zieht man durch einen be-
liebigen Punkt F' des Stegs oder seiner Verlﬁngerm}g beliebig viele
Gerade, so schneiden diese auf den Achsen proportionale Sticke ab.
Und die Umkehrung: Triigt man auf den Achsen' von den Nl.lllpunkt‘en
aus proportionale Stilcke u und v ab, so sch.nmdgn sich die Verbin-
dungslinien der entsprechenden Endpunkte in einem Punkte P des
Stegs (oder seiner Verlingerung). Der Punkt P teilt den Steg (inner-
lich oder &uBerlich) nach dem betreffenden Verhaltnis:

v:iu=PB:PA=m.

Diese Darstellungsweise der Proportionalitit durch Parallelkoor-
dinaten entspricht dual der kartesischen. An die Stelle der durch den
Anfangspunkt gehenden Geraden mit der Gleichung y: z == m ist der
auf dem Steg (oder seiner Verlingerung)

L liegende Punkt P mit der Gleichung v:u =m
[ [ p getreten. Der Proportionalititsfaktor, der
| { — 7" friher durch den Richtungsfaktor der Ge-
ju -

| =B das Teilverhiltuis PB: PA—m dargestollt.
' Auch die Gleichung eines beliebigen,
auch anBerhalb des Steges gelegenen Punktes
188t sich leicht ableiten: Ist P ein soleher
(Fig. 7}, PU ein beliebiger, durch ihn ge-
zogener Strahl, der auf den Koordinaten-

b raden angegeben wurde, wird jetzt durch
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achsen die Strecken % und v abschneidet, und schneidet der Strah]
P A suf der V-Achse die Strecke b ab, so besteht die Gleichung

(0 —~8):u=rconst. =m oder v =mu + b,

in der m das Verhiltnis der Abstinde des Punktes P von den Koor-
dinatenachsen bedeutet.

Fig. 8 zeigt als Anwendung des Verfahrens eine allerdings sehr
einfiltige Rechentafel, die die duale 7m)ersei:zung derjenigen in Fig. 1
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ist. In dem mit einem Kreis umgebenen Punkte denke man sich an

~einer fest eingesteckten Nadel einen diinnen schwarzen Faden (den

wieiger’) befestigt, der nun, in eine beliebige Richtung gespannt, auf
den Skalen zusammengehorige Werte abschneidet. In der Lage der ge-
strichelten Linie zeigt er z. B., daB eine Strecke von 33 km 66 Pig.
kostet. GroB sind die Vorteile einer solchen, nach dem Verfahren der
nfluchirechten Punlite eingerichteten Tafel (so tbersetzt Mehmke
treffend d’Ocagnes ,Abaques & alignement®). Nicht mehr das Gewirr
der Scharen von Koordinatenlinien, zwischen denen das Auge noch neue
einschalten muB, sondern scharfe Ablesung oder bequeme Einschal-
tung nach dem AugenmaB auf einer Skala, d. h. einer Punkireihe, an
der die Zahlen unmittelbar angeschrieben sind! Wahrend Fig. 8 natir-
lich nur das Verfahren zeigen soll, mag die Rechentafel Fig. 9 auf der
Schule, die ja zngunsten der Durchsichtigkeit und Einfachheit der
Methoden bescheidenere Anspriiche an die Genanigkeit stellt, schon
Anwendung finden. Es soll sich um die Aufgabe handeln, unbekannte
elekirische Widerstiinde nach der Methode der Wheatstonoeschen Briicke
zu bestimmen. Mit der Tafel soll die kleine Ausrechnung des zu be-
stimmenden Widerstandes, fir die Noack seinem Buch tiber Schiiler-
ibungen eine numerische Tafel beigibt, graphisch ausgefihrt werden
Der benutzte MeBdraht sei 1 m lang. AB stellt gewissermaBen sein
auf Y, verkleinertes Bild dar. Die Skala der einen Parallelachse,
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z. B. der U-Achse, dient fiir die gegebenen Vergleichswiderstinde, die

andere Achse ftir die zu messenden Widerstinde. Die Benutzung der

Tafel ist nun sehr einfach: Betrigt z. B. der Vergleichswiderstand 72
A l’

100cm oR

und ist die Briicke stromlos, wenn die Schneide auf der Stelle 44 cm
des MeBdrahtes steht, so halte man einen Faden, den , Zeiger”, so aus-
gespannt auf die Tafel, daB er die U-Achse beim Skalenstrich 7, den
Steg AB beim Skalenstrich 44 schneidet. Er schmeidet dann die
V-Achse bei 5,6. Der unbekannte Widerstand betrigt also 55 Q.
Wiire der Vergleichswiderstand 0,79, so wiirde dieselbe Fadenstellung
den gesuchten Widerstand za 0,55 & ergeben. Man lasse die Rechen-
tafel in vergroBertem MaBstabe zeichnen und auf eine starke Pappe
Eleben. Dann kann man sie bei Schiileribungen benutzen. Der MaB-
stab und die Genauigkeit der Tafel miissen so groB sein, daB die
Fehlor bei ihrer Benutzung kleiner sind als die Fehler, die den Er-
gebnissen des Versuchs anhaften. Die Fig. 10 zeigt dieselbe Tafel mit
der Abiinderung, daf nur die notwendigen Teile der Skalen gezeichnet
und dab fiir die Werte von 1 bis 3 fir % und v besondere Skalen ge-
geichnet sind. Da namlich filr solche Werte in Fig. 9 der Zeiger die

12
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Skals A B unter sehr spitzem Winkel schneidet, ist die Einstellung
und damit das Ergebnis fiir solche Lagen des Zeigers weniger genau.
Dieser Nachteil ist bei der Tafel Fig. 10 vermieden.

Diese und andere An-
wendungen sind unmittel- L, | L
bar elementargeometrisch N /—":“:if?g—i !
verstiindlich, ohne daB [N /5 - —%
man dasschwereGeschiitz *‘ ™ 145 N AL ZIITTITC 148
der Kunstsprache, Worte :\ < NS TToT o :50-—
wie ,Linienkoordinaten’, ~ "% AN 40_”0’7
»Gleichung des Punktes” g5 86 ™./ N\, _ T oo
in Titigkeit treten libt. o S S s0—\—gs
Es kann also nicht die Ty ./ > N N N _

3 . ._a4, ~ \v\ ™~ B >

Rede davon sein, daf mit 20— [ TS OO0 N w_"q"
derartigen Methoden der b L SN NN g8
(eist des Schitlers be- B A Q\"\\l\\}" N ]
lastet werde. Vielmehr %7 —Zfir: T ii*\\'\»{\\ o- I
haben wir es schlecht und . ;_ T = S.:\ -\\‘1\&\\% i
recht mit einer Anwen- , |, T T T — :}_l::}_gﬁ;q
dung der Elementargeo- Fig. 11. 0
metrie, mit der nach Fig.5

und Fig. 6 beweglich gemachten Figur des Strahlensatzes zu tun, ebenso
wie die graphische Darstellung der Proportionalitit nach kartesischer
Methode nichts ist als die nach Fig. 4 beweglich gemachte Figur des
Strahlensatzes, nur verdunkelt dadurch, daB durch die Benutzung einer
Ordinatenachse noch der Satz von den Gegenseiten im Parallelogramm
zur Anwendung kommt, wihrend bei den Parallelkoordinaten der
Strahlensatz unvermischt vorliegt. Wie wir nach guter alter Methode
als Anwendung der Strahlensiitze die Aufgabe: ,Zu drei Strecken die
vierte Proportionale zu zeichnen nach allen Moglichkeiten 15sen, so
kénnen wir als moderne Anwendung der Strablensitze in erschipfernder
Erirterung die Aufgabe lgsen: , Auf welche verschiedenen Arten lassen
sich auf Grund der Figur des Strahlensatzes zwei proportionale Wert-
reiken darstellen?

Die Fruchtbarkeit der Methode der fluchtrechten Punkte zeigt
sich erst recht bei Benutzung der Funktionsskalen. Die ‘Herstellung
und Benutzung der Funktionsskalen ist zunfichst an sich eine wert-
volle Ubung. Fig. 11 zeigt die Herstellung einer Sinusskala fiir 0°
bis 90° von 5 zu 5 Grad. Wenn man, wie es in der Figur geschehen
ist, an die Skala die regulire Skala der Werte der Funktion anheftet,
80 hat man ein Beispiel fiir die brauchbarste graphische Darstellung
einer Funktion einer Verinderlichen: die Darstellung durch aneinander-
gehefiete Skalen. Wenn der Schiller diese sowie die ebenfalls in Fig. 11
gezeichnete Darstellung der Tangensfunktion fir Winkel von 0° bis
45" in groBem MaBstabe und mit weitergehender Unterteilung auf dem
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Zeichenbrett genau ausfithrt, so konnen die gewonnenen Doppelskalen
an Stelle einer numerischen Funktionstafel zur unmittelbaren Ab-
lesung der Funktions- oder Winkelwerte beim Lésen solcher trigono-
y+ metrischer Aufgaben ver-
wandt werden, die etwa
die Gensuigkeit des Re-
 chenschiebers verlangen.
Fir die gemeinsame Ab-
lesung in der Klasse habe
ich i grofem Mapfstabe
und mit weitgehender
Unterteilung eine Tafel

10°

groBen Brett hergestellt:
In Oist an einem ReiB-
negel ein schwarzer Fa-
den befestigt. Spannt man
ihn mit der Hand, so kann
man zu einem Winkel von -
0° bis 45° die Tangens-
l funktion, zueinem Winke}

von 45° bis 90° die Co-
tangensfunktion unmittel-
bar sblesen, und umgekehrt zu den Funktionswerten zwischen O und 1
die zugehtrigen Winkel. Zur Ablesung von Sinus und Cosinus ist mit
der Laubsige nach Fig. 13 ein langes Loch in eine ReiBschiene ge-

\Q schnitten und durch dieses in der Richtung der Schiene ein

Pig. 18.

.

Fig. 13.

Faden gespannt. Legt man die Schiene seitlich an das Brett,

N 80 schneidet der

I I \ mengehdrigen
Werte.

Neben den Ska-
trischen Funktionen und der projektiven Skala, die hier iibergangen
werden soll, ist von besonderer Bedeutung die logarithmische Skala,
die allerdings an der Hand einer numerischen Tafel der Logarithinen

Faden die zusam-
-

len der trigonome-
gezeichnet werden muB.

Um einen Begriff von der Fruchtbarkeit zu bekommen, die fiir

~die Aufstellung von Rechentafeln die Benutzung der Funktionsskalen
im Verein mit der Methode der fluchtrechten Punkte gezeigt hat,
werfe man einen Blick in die Werke tiber Nomographie, besonders
diejenigen von M. d’Ocagne. Uns sollen hier mech zwei Beispiele
zeigen, daB sich die neuen Methoden auch trefflich zu dem anderen,
im Anfang gekennzeichneten Zweck der graphischen Methoden ver~

nach Fig. 12 auf einem -
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Graphisohe Aufsuchung des dritten Kepplerschen Gesetzes.
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wenden lassen: zar Aufsuchung unbekannter Gesetze. Stellt man, wie
in Fig. 14, zwei logarithmische Skalen einander parallel gegentiber, so
konnen in diesem System alle Gesetze von der Form

U = qr’,

wo a und b beliebige reelle Werte sind, aufgesucht werden. Stellt
z. B. die eine Skala die Umlaufszeiten (1), die andere die groBen Halb-
achsen (@) der Bahnen von Planeten und Kometen dar, und verbindet
‘man die zusammengehdrigen
Punkte, so gehen die Ver-
bindungslinien duarch einen
Punkt, der den Steg im Ver-

haltnis 3 :

2 teilt, Ohne daB

man irgendwelche Kennt-

nisse aus

der analytischen

Geometriebraucht, sieht man
nun aus der Figur, da8

0° 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90°

Fig. 15,
woraus T'?=a® folgt. Diese Aufsuchung des dritten Kepplerschen
Gesetzes ist noch durchsichtiger als die mit kartesischen Koordinaten
(vgl. diese Zeitschrift 45, S. 28 ff). Die Skalen konnen vom Rande
des von Schleicher und Schitll in den Handel

Sinus dese

logT:loga=3:2,

Fig. 18.
Graphische Auf-
suchung des Bre-
chungagesstzes ftir
den Ubergang ama
Luft in Glas.

Bfnus des
Brechungawsnkels

gebrachten log-
arithmischen Pa-
piers abgeschnit-
ten und dann auf
den Zeichenbogen
in der zweckmi-
Bigsten Lage auf-
geklebt
Man kann aber
auch einfach mit
einem logarithmi-
schen  MaBatab,
z. B. der Zaunge
des Rechensehie-
bers, nur diejeni-

gen Strecken, die man braucht, auf den Koordinatenachsen abtra_gen,
genau 8o wie man sich sonst eines gewGhnlichen MaBstabes bedient.

Als zweites Beispiel diene die Aufsuchung des Brechungsgesetzes.
Mit einer optischen Scheibe erhielt ich im Klassenunterricht die Be-

obachtungsergebnisse ‘
Einfallswinkel ... |0°| 10° | 20°] 30° | 40° | 60° | 60° | 70° | 80° | 900

Breohungswikel §. |0°| 7° | 189 | 20° | 269 | 31° | 35° | 390 | 410 | 420

werden.
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DieDarstel-
lung in recht-
winkligen Koor-
dinaten (Fig. 15)
lokrt,daB fiirklei-
ne XEinfallswin-
kel annghernd «
und 8 proportio-
nal sind, und
zwar im Verhalt-
nig 3:2. Unsere
Frage ist: Sind
vielleicht Funk-
tionen von « und
f# proportional?
Die trigonome-
trischen Funk-
tionen  liegen
hiernake unddie

ebengenannte
Proportionalitit
kleiner Winkel-
werte legt es
nahe, einen Ver-
such mit der Si-
nusfunktion zu
machen. Fig. 16
zeight, wie auf
zwei  Parallel-
achsen die Sinus
der Einfalls- und
der Brechungs-
winkel erzeugt
und durch Zie-
hen der Verbin-
dungslinien auf
Proportionalitit
untersucht wer-
den. Die Verbin-

dungslinien gehen durch einen Punkt, der den Steg nach dem Ver-
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Fig. 17.
Graphische Aufsuchung des Brechungsgeseiwss fr den Ubergang
aus Luft in Glas.

hiltnis 3 : 2 teilt. Es ist also:

Nachdem das Gesetz gefunden ist, kann die Zeichnung als Tafel zur
Aufsuchung des # zu beliebigem «, des o zu gegebenem g dienen, ferner

ging:sinf=3:2
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zur Erliuterung des Grenzwinkels der totalen Reflexion und zur Dar
stellung des Brechungsgesetzes fiir andere Medien (Punkte auf dem Steg
die diesen in dem betreffenden Brechungsverhiltnis teilen). Auch hier
erscheint mir das Verfahren mit Parallelkoordinaten Ubersichtlicher
als das ihm dual entsprechende Verfahron mit kartesischen Koordinaten,

schrift (45, 8. 522) finde. Man kann Ubrigens zu diesem Zweck unmittel-
bar das Sinuspapier, das Schloicher und Schill in den Handel bringen,
benutzen, wie Fig. 17 dies zeigt, indem man einfach, unbekiimmert um
das ausgezogene Netz, den linken Rand des Netzes als a-Achse, den
ihm parallelen rechten als B-Achse benutzt, (In Fig. 17 ist mit Reck-
sicht auf das Format schon eine frithere Parallele zum Netzrand alg
B-Achse benutzt worden.) AuBer dem hier zugrunde gelegten Sinus-

papier Nr. 379Y, I1aBt sich anch das Sinuspapier Nr. 378Y, derselben |

Firma benutzen. Bei diesem ist die Teilung bis za den Graden susgefithrt,

Zum SchluB noch eine Bemerkung. Wenn von ejner Aufsuchung
von Naturgesetzen die Rede ist, so liegt die Meinung ferne, als sejen
durch unsere bequemen graphischen Hilfsmittel die Aufgaben, um die

Begriffe und Fragen da sind, — sie werden nur mit starker Hilfeleistung
des Lehrers gebildet — kinnen wir, mit Hilfe von ebenfalls vorbereite-
ten mathematischen Methoden, die sich Jene Minner auch erst schaffen

mubten, in einer Weise arbeiten, die fast handwerksmiBig zam Ziele
fithrt.

Zum Beweis des Eulerschen Satzes.
Von Oskar Faser¥ in StfaBburg, Els.?)

Der gewihnlich in der Schule vorgetragene Beweis des Euler-
schen Satzes®) gilt unter der Voraussetzung, daB das Polyeder ,,im
- ellgemeinen” konvex sei. Was darunter zy verstehen ist, soll zunfichst
etwas niher erliutert werden. Ein beliebiges Polyeder werde entweder
zentral oder parallel auf eine beliebige Ebene projiziert. Falls das
Bild einer Ecke so beschaffen ist, daB alle Winkel zwischen zwei be-
nachbarten Projektionen ihrer Kanten kleiner sind als zwei Rechte,
werde das Bild bezeichnet als »Sternpunkt, im andern Falle alg »Halb~
sternpunkt“. Dann gilt der oben zitierte Beweis des Eulerschen Satzes,
wie zuniichst noch einmal kurz gezeigt werden soll, unter den folgen-
den Voraussetzungen:

1) Der Verfasser ist bei Ausbruch des Krieges als Kriegafreiwilliger ins

Heer eingetreten und am 11. Dezember 1914 bei Ypern gefallen.
Die Schriftleitung.
2) Vgl 2. B. Mehler, Elementarmathemstik,
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1. Jede Kante verbindet zwei und nur zwei Hekeon.!

2. Das Polyeder ist einfach zusammenhingend und be-
grenzt von einfach zusammenhiingenden Flichen.?)

3. Es existiert eine solche Projektion des Polyeders,
daB sdamtliche Eckenprojektionen im Innern der UmriB-
figur Sternpunkte sind.

Die Anzahl der Ecken des Polyeders sei E, die der Flichen F'
und die der Kanten K.*) Dann ist die ttber simtliche Polyederflichen
erstreckte Winkelsumme*):

Dieselbe Summe bildet man jetzt in der Projektion, indem man in
geeigneter Weise summiert. Sei m die Anzahl der innerhalb, also
(E — m) die Anzahl der auf der UmriBfigur liegenden Eckenprojek-
tionen, dann ist die doppelt zu nehmende Winkelsamme der UnriB-
figur 2(E —m) R — 4R"), die Winkelsumme fiber alle im Imndrn
liegenden Eckenprojektionen 4m RS , 80 daB man erhilt:

W=-2[2(E--m)R—-4R] +4mR

und infolgedessen :
(K—~F)-4R=-(E'-.2%4R,

E+F=K42

Das Fremdartige dieses Beweises liegt in der zweimaligen, ver-
schieden ausgefiihrten Winkelsummierung und hat zur Folge, daB dem
Sehiller der ganze Beweis als ein Kunstgriff erscheint, wihrend doch
der nichstliegende Gedanke der des einfachen Abzshlens wire, Hier-
von susgehend gibt Mitller®) einen elementaren und durchsichtigen
Beweis, der aber den Nachteil hat, daB verschiedene Fallunterschei-
dungen gemacht werden missen, und daf einige sehr einschrinkende
Voraussetzungen eingefiihrt werden.”)

1) Das soll heiBen: wenn eine Kante ohne Unterbrechung n 4- 1 Eeken
verbindet, so wird die Kante n-fach gezihlt, :

2) Dabei soll Zusammenhang im Sinpe der Analysis situs gemeint sein:
eine ebene Fliche ist einfach zusammenbingend, wenn sie durch jede, mwei
und nur zwei Punkte der Begrenzung enthaltende Schnittlinie in zwei Teile
zerlegt wird; ein Polyeder ist einfach zusemmenhiingend, wenn es durch jede
einfach zussmmenhingende Schnittfliiche in zwei Teils zerlegt wird.

8) Der jetzt folgende kurze Beweis ist nur eine unwesentliche Verallge-
meinerung des unter 2 zitierten.

4) Vgl 2. B. Mehler, Elementarmathematik.

8) Dasselbe gilt, wenn mehrere Eckenprojektionen des Umrisess in einer
Geraden liegen, oder wenn mehrere zusammenfallen, nur sind diese dann ent-
sprechend vielfach zn zithlen.

8) Zeitschrift fir math, u. naturw. Unterr. 45, S. 178 fT,

7) S0 z. B. im dritten und vierten Abschnitt die Einschrinkung, daB zwei
Flichen nur eine Kante gemeinsam haben; dss ist bei einfachen Polyedern
schon danu nicht mehr der Fall, wenn eine Kante eingekerbt wird.




