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Lustige Ecke.

115. Die Figur stellt ein Stick des Laufes des Mississippi dar. Wie kann
man von dem Punkte A4 nech dem stromawufwdrts gelegenen Punkte & kommen,
indem man mit einem Paddelboot sich stromabewdris treiben
188t? Der punktierte Weg zeigt die Lésung. Man muB aller-
dings das Boot bei AB, CD und EF {iber Land tragen.

116, ,, Goldener Sehnitt** und ,,sehlanke Linie®. Herr
J. Nix, Mayen (RhL)} sendet einen Bericht fiber Versuche, die
er mit Schiilerinnen des Lyzeums in Mayen zum Kapitel ,,Gol-
dener Schnitt* angestellt hat. Hr lieB sie zunichst von 20 Recht-
ecken karierten Papiers von gleicher Breite und verschiedener
Hohe das auswihlen, das am besten gefiel. Dann lief er aus
einem rechteckigen Stdck unliniertem Papier ,ein besonders
sehdnes Rechteck® falten. Die Versuche wurden drei Wochen
danach wiederholt, doch so, daB zum ersten Versuch unliniertes,
sum zweiten kariertes Papier genommen wurde. Das Ergebnis faBt der Ver-
fesser so zusammen:
1. Die ,schlanken“ Rechtecke werden stets bevorzugt (2,083 1,74; 1,92; 1,84
Seitenverh&ltnis, gegen 1,62 heim Goldenen Behnitt).
2. Bei kariertern Papier ist die Bevorzugung der ,schlanken* Rechtecke groBer
(2,08; 1,84) als bei unliniertem Papier (1,92; 1,74).
3. Die ausgewihlten Rechtecke sind schlanker (2,08; 1,92) als die angefertigten
Rechtecke {1,84; 1,74).

Vermischtes. — Sprechsaal.

Der Deutsche Verein zur Forderung des mathematischen und natur-
wissenschaftiiehen Unterriehts hilf seino 32. Hauptversammlung von 13. bis
17, April 1930 in Wtirzburg ab. In der ersten allgemeinen Sitzung werden
sprechen: Kerschensteiner, Mathematik und Naturwissenschaften als Bildungs-
ficher, und Caspar, Kepler und seine Bedeutung fiir unsere Zeit. In der zweiten
allgemeinen Sitzang sprechen Ebert, Neue Briicken zwischen Chemie und Physik,
Flury, Biologische Grenzgebiete des chemischen Unterrichts, Sommerfeld,
Uber die Anschaulichkeit in der modernen Physik. Die verschiedemen Fach-
sitzungen bringen zahlreiche weitere Vortriige.
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Ansehauliche Summierung der Quadratzahlen und Berechnung
des Pyramideninhalts,

Von P. Luckey in Marburg.
Mit 14 Flguren im Text,
Die Archimedische Formel

1%+ 25+...+ﬂ!:w_3%(2"+_1_? (ID)

kann bekanntlich zu einer sauberen ,elementaren” Berechrung des Inhalts von

Pyramide, Xegel, Kugel, des Parabelsegments und anderer, auch physikalischer

GroBen dienen. Bei Verwendung der Formel kann man das sogenannte Cava-

lierische Prinzip, das ja suf der Schule oft in anfechtbarer Weise eingefiihrt

und sngewandt wird, entbehren, und die Formel erschlieBt zugleich den natfir-
b

licken Bingang zur Integralrechnung, indem sie zu dem Integral f ldz fihrt?),
ebengo wie die noch elementarers Formel ’

1+2+...+n:'ﬂ,’tﬂ (I)

hou Y 2

—_— [}

zum Integral | zdx. Dieser Eingang zur Integrairechnung steht zugleich mit

a
der geschichtlichen Entwickiung seit Archimedes im Einklang und hat den
Vorteil, daB man mit konkreten Einzelaunfgaben anfingt. In Anbetracht dieser
threr wichtigen Rolle soll die Formel (II) im folgenden anschawlich abgeleitet
werden. Die anschauliche Ableitung, zu der der Bchitler ein Modell anfertigen

kann, und die auch der Ausbildung der rBumlichen Anschsuung dient, 188t '

gich in natiirlicher Weise in die rechnerische Ableitung tiberfahren. In engem
Zusammenhang mit der Ableitung wird sich dann eine von dem fiblichen Ver-
fahron abweichende Methode zur Berechnung des Pyramideninhalts ergeben.
Als Anhehg, aber auch im Zusammenhang mit dem Vorhergshenden, soll
gchlieBlich eine ganz elementare Berechnung des regelmifBigen vierseitigen
Pyramidenstumpfes durch Zerlegung mitgeteilt werden, die einerseits als Vor-
bereitungsaufgabe fiir die Berechnung des allgemsinen Pyramidenstumpfes dienen,
‘andererseits vielleicht etwas Licht anf eine Frage der dgyptischen Mathematik
werfen kann.

1. Summierung der natlirlichen Zahlen und der Quadratzahlen.
Zur Erliuterung der anschaulichen Summierung der Quadratzahlen zeigen wir
zuniichgt die entsprechende amschauliche Summierung der nat@rlichen Zahlen.
Die in Fig. 1 dargestellte Treppenfignr stellt die Summe (1 -+ 2 4---- +«)
dar. Legen wir zwei solcher Treppenfiguren nach Fig. 2 zusammen, so entsteht

1) Vgl. die Verwendung bei W. Lietrmann und P. Ziihlke, Aufgabensamm-
lung und lLeitfaden fiir Arithmetik, Algebra und Analysis. Oberstufe. Ausgabe B,
7. Aufl. Leipzig und Berlin 1928,

Zoftachr. {. mathem. n. naturw. Unterr. 1LXT. Heft 4 10
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das Quadrat (# 4 1)% sus dem aber (» + 1) in der Diagonale aufgercihte
Einheitsquadrate herausgeschnitten sind. Wir erhaiten also

21+ 2+ +n)=n+1—(n+1) (1)
Sondert man rechts (n -+ 1) ab und dividiert durch 2, so erhilt man

(1+g+...+ﬂ):’£‘2ﬂ. (1)

Men kann die beiden Treppenfiguren such wie in Fig. 3 zu dem Rechteck mit

den Heiten # und (» + 1) zusammenlegen. Dann ergibt sich sofort
21 4+ 24 +n)=n(m+1) (2)
(1+2+..-—|—ﬂ)=

Der Kern des Verfahrens nach Fig. 2 ist folgender Gedanke: Wir kinnen
zwar die Rechtecke 1, 2, ..., n der Fig. 1 nicht zu einem (uadrat zossmmen-

|
:’

=

Fig, 2. Fig. 3. Flg. 4.

legen, wohl aber die ,Gnomone® der Fig. 4 zu dem Quadrat (m -+ 1)% Der
Lte dieser Gnomone besteht aus zwei Rechtecken k und einem ergiinzenden Ein-
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heitsquadrat., Die Summierung geht vom ,nullten” Gnomon, der nur ans dem '

erginzenden Einheitsquadrat besteht, bis zum sten.

nin-+1)
—5 @
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Wir gehen pun zur Summisrung der Quadratzablen dber. Die Somme

1% 3~ 23 4 ... J- n? gtellen wir dar durch den Treppemkdrper Fig. 5. Die oberste
Platte ist ein Einheitawilrfel, die zweite besteht aus vier Einheitswiirfeln, die
kte ans #* und die letzte aus %* Einheitswiirfeln. In Fig. 5 ist dem Treppen-
ktrper die vierseitige Pyramide A BUDE umbeschrieben, Drei solecher Pyra-
miden lsssen sich nach Fig. 6 zu einem Wirfel ABCDEFGH zusammen-
legen. Bie gtofen ——
dabel alle dreiin
der Raumdiago-
nale DF¥ zusam-
men und haben -
jhre Bpitzen alle y 0
in ¥, wahrend I I
jhre Grundflichen o
in der diametral . - .u-----ﬂ
gegeniiberliegen- ! L pofe e
den Ecke D zu- [/

sammenstofien. |
Dreht man eind
der Pyramidenum
120 um dis
Raumdiagonale DF, g0 kommt sie mit einer anderen Pyramide zur Deckung,
Dementsprechend lagsen sich drei Treppenkfrper (1% 2%+ ...+ #*) nach
Fig. 7 u sinem ,,Wikrfel mit Léchern® wmit der Kante (n + 1) zusammenlegen,

Fig. 7. Fiz. 8.

- wobei die Ltcher folgendermafen gekennzeichnet werden kinnen: Lbngs der

Raumdiagonale DF sind (n + 1) Einheitawfirfel bohl geblieben. Zu jedem
dicser Wiarfel mit Ausnahme des in die oberste Ecke F fallenden fihren drei
sufeinander senkrechte prismatische ,Kanéle® von quadratischem (Juerschunitt,
die den Hohlwitrfel mit der rechten, vordersm und oberen Grenszfliche ver-
binden (¥ig. 8). Bezeichnen wir die ,Diagonalwiirfel” als den nullten, ersten,
.., nten, 8o enthilt jeder der zum Xten Diagonalwilrfel fithrenden Kaniile k
Einheitswiirfel. Die Hohlungen setzen sich also folgendermaBen zusammen:

(et 1) 30424 rm=Grn+ OTD (g

Diagonalwhrfel Kanile (nash Formel )
und wir erhalten
Jnt; 1
B 2 )= b =T ey (@
5 Troppenhdrper = Wirel — Kanile — Disgonalwirfel

Sondern wir auf der rechten Seite (n -+ 1) ab, dann #, und dividieren wir
dann die Gleichung durch 3, so ergibt sich die gesuchte Formel

. nin--1)(2n- 1)
1 2Pt (1D)
Man kann die drei Treppenkdrper aunch wie in Fig. 9 lickenlos zusammenfiigen.
Fiigt man dann noch die deriiber gezeichnete, aus 1 + 2 4 --- - n= n—(ﬁj—l—)

10"
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Einheitswirfeln bestehende , Treppenplatte hinzu, ao erhilt man den Quader
(n+ 1}n(n + 1). Wir haben also

: N nin 4+ 1)
B 254 ) = e 1 OED (%)
8 Treppenkirper = Quader — Tr@nplatte
Sondert man rechts s#(n + 1) ab und dividiert durch 8, so hat man wieder die
Summenformel (IL}.

Der Kern des Verfahrena mach Fig. 7 ist folgender Gedanke: Wir kjnnen
swar die quadratischen Platten 12, 23, ..., n' der Fig. 5 nicht zu einem Wiirfel
zusammenlegen, wohl aber die ,Raumgnomone®, deren
einer in Fig. 10 dargestellt ist, zu dem Wiirfel (n + 1)°
Der kte ,,Raumgnomon® besteht aus drei guadratischen
Platten &3, drei quadratischen Siulen ¥ und dem Einheits-
wiirfel 1. De der kte Gnomon
die Differenz der Witrfel (k4-1)*
und %® ist, so erhalten wir fir
diesen Gnomon die Darstellung

(k41— k*=3 K+ 3%k-+1. (6)

Summiert man diese Glei-
chungen von 5 =0 bis k= mn,
so hebt sich links immer ein
‘Wiirfel mit dem positiven Vor-
zeichen gegen den gleichen Wiir-
fel mit dem negativen Zeichen
der folgenden Gleichung weg,
und wir kommen so auf die bekannte rechmerische Ableitung der Formel flir
die Quadratsummen, die sich auch auf hihere Dimensionen ausdehnen HiBt.')

2, Die Archimedischen Ungleichungen. Eigentlich braucht Archi-
medes zu seinen Kubaturen gar nicht die Summationsformeln (I) und (IT),
gondern nur die ihnen entsprechenden Ungleichheilsformeln

2L +2 +o4m) > >2(1 42 4o b 1)) (Ia)
3+ 2 ) > > 3104 28 - (n— 103 (Ils)

Diese lagsen gich natiirlich leicht rechnerisch ans den Gleichungen (I) und (II)
gewinnen, indem man in ihnen fitr # nacheinander # und {(n—1) setzt. Auch
unser geometrisches Darstellungsverfahren veranschaulicht diese Ungleichungen.
Und, was das Schne ist, es veranschaulicht sie ummitlelbar, d. h. wir knnen
die Ungleichungen (Ia) und (ITa) aus der Figur oder dem Modell herauslesen,
ohne #iberhaupt die Formeln (I) ued (I} mit den geschlossenen Summenaus-
driicken vorher abgsleitet zu haben.

1) Vgl. Lietzmann-Ztihlke, a. a. 0. — Ersetat man die Einheitsquadrate und
-wiirfel meiner Veranschanlichung durch ihre Mittelpunkte, so hat man die ,Dreiecks-
zehlen® und die ,Pyramidalzahlen* mit quadratischer Basie der griechischem Arith-
metik. Ep ist mir nicht bekannt, ob sich meine Zusammensetzung der Zahlenpyra-
miden zu einem Wikrfel in der Literatur findet.

Plg, . Fig. 10.
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Aua der Fig. 118 liest man folgende Formel heraus:
it Sn—1)=n (Th)

In ibr sind die beiden Ungleichungen (Ia) enthalten. Mit 5 ist hierbei die
Jumme 1 + 2 + -+ 4 n bezeichnet. Im Unferricht wird man ein solches
Symbol erst nach lingerem
Arbeiten mit dem ausfihr- S N
lichen Ausdruck einffihren, - .
wenn sich der Begriff fest- Zin-n
gesetzt und das Beddirfnis i 1 T
nach einer Abkiirzung fiihl- L 4 5
bar gemacht hat. Natiirlich
kann man aus (Ib) auch - -
wieder die Summenformel (I L1 L
ableiten, indem man (841 e n I PR S——
statt neagfundn 4 1 +2n Fig. ils. Flg. 11h.
statt > (n - 1) schreibt. nt
In Fig. 11b veranschaulicht das gleichschenklig-rechtwinklige Dreieck -

mit seiner umbeschriebenen Treppenfigur 2n und seiner einbeschriebenen
Treppenfignr > (n — 1) die durch 2 dividierte Formel (Ia).

Nehmen wir die Zahl der Einheiten, ans denex die Kante des durchldcherten
Witrfels Fig. 7 besteht, von jefzt ab statt gleich » -+ 1 ebenfalls gleich n, so
stellt jeder der drei nunmehr (» — 1)-stufigen Treppenkdrper die Surame
2 (n— 1) dar. Es ist also der volle Witrfel n* grofier als das dreifache dieser
Summe. Das ist die eine der Ungleichungen (ITa). Um einen der drei Treppen-
kdrper 2 (n — 1)* in einen n-stufigen Treppenkbrper >'n? iiberzufihren, mub
man in Fig. 7 die an ihn grenzenden Licher des Wilrfels #° ansfallen. Um alle
drei Treppenkérper in #n-stufige nmzuwandeln, wire jeder der ,,Diagonalwiirfel*
von Fig. 7 dreimal, jeder zu ihm fithrende Kanal zweimsl auszufiillen. Also ist
#® < 3 . Das igt die andere der Ungleichungen (Ila). Auch Fig. 9 ergibt
diese Ungleichungen. Sind in dieser Figur die Treppenkdrper (n» — 1})-stufig,
so ist die grifere Quaderkante %, also sind die drei Treppenkdrper zusammen
Kleiner als der Wiirfel #%. Betrachten wir aber die Treppenkirper als n-stufig,
so wird die Meinere Quaderkante s, und der ans den drei Treppenkdrpern ge-
bildete Korper tibertrifft den Witrfel n®.

Haben in Fig. 5 die drei in J? zusammenstoBenden Kanten der vierseitigen
Pyramide A BCDE gleichfalls die Linge n, so zeigt diese Figur den (1 — 1)-stu-
figen einbeschriebenen Treppenkdrper 2 (n — 1)%. Man denke sich nun jede
Platte um eine Stufenhthe gehoben und unter die griBte Platte (n— 1)* noch
alg unterste die Platte n® gelegt. Dann hat man den der vierseitigen Pyra-
mide A B ¢ DE wmbeschriebenen Treppenkirper >'n? hergestellt. Mit threm ein-
nnd ihrem umbeschriebenen Treppenkdrper veranschaulicht diese vierseitige Pyra-

]
mide - dann die durch 3 dividierte Formel (I1a).
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Wir fassen zusammen:

Die Formeln (La) und (1fa), auf die Archimedes dic Mehrzahl seiner
Inhalisberechnungen griindet, werden dargestellt durch das gleichschenklig-rechi-
winklige Dreieck (Fig. 11b) mit seiner ein- und umbeschrichenen Treppenfigur
und durch die bei der Witrfelzerleqgung (Fig. 6) entstehende Pyramide (Fig. 5)
mit ihrem ein- wnd wmbeschrichenen Treppenkirper.

3. Der Inhalt einer dreiseitigen Pyramide, Mit Hilfe der Summen-
formel fiir die Quadratzahlen ksann men den Inhalt einer beliebigen Pyramide
in der bekannten Weise (5. z. B. Weber-Wellstein, Enz. d. E1- Math,, Bd. II)
als gemeinsamen Grenzwert eines umbeschriebenen und eines einbeschriebenen
Treppenkérpers berechnen, wobei man von dem Satz Gebrauch macht, da8 be-
liebige zur Grundfliche parallele Bchuittfiichen zur Grundfiiche im Verhiltnis
der Quadrate der Hohen oder der entsprechenden Ahschmitte einer anderen
durch die Bpitze gehenden Geraden stehen. Wir wollen aber die Ableitung des
Pyramideninhalts in einer Form geben, die in inniger Bezichung zu der vorhin
gogebenen Veranschaulichung der Quadratsummierung steht und von Proper-
tionen keinen Gebrauch macht.

Gegeben sei ein beliebiges, schiefos oder gerades Parallelfiach (Parallel-
epiped, Spat) ABCDEFGH mit den Kanten g, b, ¢ und dem Rauminhalt V.
Der Wairfol Fig. 6 mag alg sein Bild dienen, man muB ihn sich nur in ein
Parallelflach affin transformiert denken. Die drei vierseitigen Pyramiden, in
die das Paralielflach nach Tig. 6 zerlegt wird, sind im allgemeinen?) nicht
mehr kongruent. Wir behaupten, dag sie inhalisgleich sind.

Jeds der Kanten des Parallelflachs teilen wir in # gleiche Teile. Legen wir
durch die Teilpunkte Ebenen parellel zu den Ebenen des Parallelflachs, so zer-
fuHt dieses in #® Xkleine kongruente Parallelfinche mit den Kanten %, %, ;
und dem Juhalt v = ;V,, ehenso wie der Wirfel in #% kleine Wtirfel zerfiel
Uberhaupt lassen sich jetzt alle friheren, an die Fig. 5—7 geknfipften Betrach-
tungen suf die affin transformierten Kirper tibertragen. Wie frither den Treppen-
kirper Fig. 5 und den durchidcherten Wiirfel Fig. 7 aus kleinen Wirfeln, so
kdnnen wir jetst die entsprechenden affinen Korper aus lauter kleinen Parallel-
flachen v aufbanen. Die drei Treppenkirper der Fig. 7 sind jetzt zwar im all-
gemeinen nicht mehr kongruent. Jeder von ihnen setzt sich aber wie friher

aus der gleichen Anzahl von Bausteinen zusammen, nimlich jetzt aus >m—1)
Kleinen Parallelflachen +. Die drei nicht kongruenten Treppenkdrper der Fig. 7
gind also inhaltagleich, und des gilt far jedes, auch noch so groBe n. Lassen
wir # unbegrenzt wachsen, so werden die Lbcher von Fig. 7 zu verschwindend
foinen Poren, und Fig. 7 geht immer mehr in Fig. 6 iber.

Mag dem Anfinger diese Betrachtung hinreichend beweiskriftig fir die
Gleichheit der drei Teilpyramiden des Parallelflachs Fig. 6 erscheinen, so 1af8t
sich fiir hthere Anspritche der Grenziibergang folgendermaben strenger gestalten:
Btellt in Fig. 5 ABCDE ecine beliebige der drei Teilpyramiden von Fig. 6
dar - die (rundfliche ist jetzt ein Parallelogramm —, so besteht der um-
Deschriebene schiefe Treppenktrper nach den Ergebnissen des vorigen Abschnitts

1) Beim Rauntenflichner (Rhomboeder; sind sie noch kongruent.
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aus > n' Kleinen Parallelflachen v, der einbeschriebene aus 2(n— 1) eben-
solchen Bausteinen, und die Inhalte dieser beiden Treppenkdrper unterscheiden

gich um den Inhalt der untersten Platte n?.v = a*. ;— = % . Dadurch, daB

man n hinreichend gro wihlt, kann man diesen Unterschied kleiner als einen
beliebigen Quader machen (Eudoxiseh-Archimedisches Axiom). Der ein- und der
umbeschriebene Treppenkorper streben also fiir unbegrenzt wachsendes » dem-
gelben Grenzwert zu, und diesen Gremzwert definieren wir als den Rauminhalt
der viorseitigen Pyramide. Da wir den Grenzfibergang fiir eine beliebige der
drei Teilpyramiden von Fig. 6 vorgenommen haben, so ergibt sich fir alle drei

derselbe Rauminhalt, und zwar I;—. Das rechnerische Bild dieser Ableitung er-

halten wir, wenn wir von der mit v multiplizierten Archimsdischen Ungleich-
heitsformel {IIa) ausgehend den Grenziibergang machen. Filr die Ableitung ist
algo nicht die Gleichung (11), sondern es sind nur die Ungleichungen (Ila) natig,
die wir unabhiingig von der Formel (If) anschaulich hergeleitet haben.

Wir wissen also jetzt, daB in Fig. 6 das Parallelflach ¥ durch die drei
schraffierten Ebenen in drei inhaltsgleiche vierseitige Pyramiden zerlegt wird.
Nun zerlegt die Diagonalebene DBFH dieses Parallelflach in zwei inhalts-
gleiche Prismen, deren jodes aug einer vierseitigen und einer dreissitigen Pyra-
mide besteht. Nehmen wir von jedem Prisma die vierseitige Pyramide weg, so
bleiben die dreiseitigen Pyramiden ABDF und D BCF tbrig. Diese sind
also gleich, d. h. die dreiseitige Pyramide A.BDF ist die Halfte der vierseitigen
Pyramide ABCDF und somit ein Sechstel des Parallelflachs. So ist also end-
lich die dreiseitige Pyramide ABDF ein Drittel des Prismas ABDEF H, das
mit ikr dieselbe Grundfitiche und die gleiche Hohe hat, Da sich jede dreiseitige
Pyramide 4 BDF nach Fig. 6 zu einem Parallelfiach ABCDEFGH erginzen
188t, so ist damit der Inhalt einer beliebigen dreiseitigen Pyramide auf den
sines Prismas zuriickgefithrt.

Selbstverstndlich erfitllt unsere Ableitung nicht alle Forderungen wissen--
schaftlicher Strenge. Wenn wir notwendigerweise bei vielen Gegenstiinden der
Schulmathematik auf die letzte Strengs verzichten — hier beim Rauminhalt
mfgsen wir das — 50 haben wir doch als Lehrer unser wissenschaftliches Ge-
wissen dadurchk zu beruhigen, daB wir uns dartiber klar werden, wo — vom
wissenschaftlichen Standpunkt betrachtet — die wunden Stellen unserer Be-
bandlung liegen, und uns zu fragen, ob und wie unser Verfahren zu einem

- wissenschaftlich strengen ausgebaut, das didaktische Verfahren also in das

wigsenschaftliche eingegliedert werden kinnte.

Der Hauptmangel meines Verfahrons, so sagte ich mir, liegt darin, daB ich
den um- und den einbeschriebenen Treppenkdrper, als deren gemsinsamen
Grenzwert wir den Inhalt definieren, fir jede spesielle Pyramide aus Parallel-
flachen von spoezieller Gestalt und Lage aufgebaut habe. Die kleinen ,Bau-
steine gind nAmlich jedesmal Parallelflache, die dem groBen Parallelflach
ABCDEFGH, za dem gich die Pyramide nach Fig. 6 erginzen laBt, &hnlich
sind, und jede ihrer Kanten ist derselbe ganzzahlige Teil der entsprechenden
Kante der groBen Pyramide. Sie sind fermer in dhnlicher Lage zur grofen
Pyramide ein- oder umgebant, und eine ihrer Ecken fillt in die entaprechende
Ecke I) der Pyramide. Es mfiBte also das InhaltsmaB als unabhingig von
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der Gestalt und Lage der als Bausteine verwandten Parallelflache erwiesen
werden, Bei einer Verallgemeinerung einer derartigen Betrachtung, so schlof
ich weiter, ergiibe sich fur Kdrper, die gewisse Voraussetzungen erfiillen,
der Batz: ,Inhaltsgleiche Korper gehen durch eine affine Transformation
wiederum in inhaltsgleiche Kérper @ber. Dieser Satz, ein Prinzip von der Art
des ,Cavalierischen Prinzips*, wirde dann goestatten, sus der Zerlegung des
Wiirfels nach Fig. 6 in drei kongruente vierseitige Pyramiden ohne weiteres
auf die entsprechende Zerlegung eines beliebigen Parallelflachs in drei inhalts-
gleiche vierseitige Pyramiden zu schlieBen, woraus dann wie oben der Tnhalt
der dreiseitigen Pyramide leicht zu gewinnen ware. Das Prinzip liefort z. B,
auch in der Ebene den Ellipseninhalt aus dem Kreisinhalt, im Raume den In-
helt eines Ellipsoids ans dem Kugelinhalt,

An diesen Punkte meiner Uberlegungen und Wiinsche angekommen, muBts
ich Einblick in die wissenschaftliche Literator nehmen. Rine Arbeit von
Erhard Sehmidt?!), auf die mich Herr Prof. M. Krafft in Marburg freund-
lichst hinwies, erfilllte meine Wiinsche. Abgesehen von dem strengen, in der
Mengenlehre begriindeten Aufbsu der Lehre vom InhaltsmaB #berhaupt wird
hier vor allem die Unabhiingigheit des InhaltamaBes von der Lage der Wiirfel-
netze bewiesen, die zur Bildung des ein- und umbeschriebenen Kérpers dienen,
und es wird dann durch zwei Transformationssitze der Ubergang rum Inhalt
affiner Transformationen der urspriinglichen Kdrper erméglicht. Die eine Trans-
formation streckt oder stamcht einen Kérper in der Richtung einer gegebenen
Geraden nach einem konstanten Verhiltnis, nach welchem dann auch der In-
halt vergriBert oder verkleinert wird. Die andere verwandelt ein gerades
Prisma in ein schiefes von derselben Grundfliche und gleicher Hohe und 1Bt
den Inhalt ungefindert. Sie igt der einfuchste Sonderfall der vom Cavalierischen
Prinzip umfaBten, viel allgemeineren Formwandlungen. Diese Transformations-
sittze legte fbrigens, wie Erhard Schmidt angibt, schon Carathéodory dem
Aufbau der Inhaltslehre in seimen ,Vorlesungen tiber reelle Funktionen“ zu-
grunde. Erhard Schmidt findet den Inhal} einer Pyramide mit quadratischer
Grundfliche durch Traomsformation in die Pyramide, deren Grundfitche der
Grupdfliche eines Wilrfels und deren Spitze dessen Mittelpunkt ist, so daB ihr
Inhalt ein Sechstel von dem des Wirfels ist. Der oben von uns singeschlagens
‘Weyg ist nicht wesentlich verschieden hiervon, da man die von Erhard Sehmidt
benutzte Pyramide durch zwei Achsenschnitte in vier kongruente Pyramiden
der von uns benutzten Form (Fig. 5} zerlegen kann.

Es sei noch bemerkt, daB die durch Zerlegung des Wirfels (Fig. 6) und auch
noch die durch die entsprechende Zerlegung des Rhomboeders mit der Achse DF
(Fig. 6) entstehenden sechs pasrweise symmetrischen dreiseitigen Pyramiden zu
den wenigen beksnnten Pyramiden gehBren, die endlich-zerlegungsgleich mit
Quadern sind. (Hillsche Tetraeder erster Art.) Durch die affine Transformation
wird alao die Zerlegung des Wirfels in sechs endlich-zerlogungsgleiche Pyra-
miden #lbergafiihrt in die Zerlegung des Parallelflachs in sechs ,grenzgleiche®
Pyramiden, oder zweier dreiseitiger Prismen in je drel grenzgleiche dreiseitige
Pyramiden. Die Zerlegung jedes der dreiseitigen Priamen ist die aus der Schuls
und Euklids Elementen bekannte,

1) Erhard Schmidt, ,Uber die Darstellung der Lehre vom Inbalt in der Inte-
gralrechnang* (Math. Zeitschr. 12, 298—316, Berlin 1922).
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4. Der Inhalt des regelmaBigen vierseitigen Pyramidenstumpfes.
Wihrend man noch daritber stritt, ob die alten Agypter im Rechenbuch des
Ahmes die richtige ,,Formel” filr den Dreieckainhalt kannten, ergab die Unter-
suchung des ans der Zeit um 1800 v. Chr, stammenden Mogkaner mathematischen
Papyrus, daB sie den regelmiBigen vierseitigen Pyramidenstumpf richtig nach

der Formel %(a’—}- ab + b*) ausrochneten.') Diese Leistung mag uns ver-

blaffen, weil wir vielleicht zunichst an ein Aquivalent der hente fblichen Ab-
leitung fir einen beliebigen Pyramidenstumpf denken, deren Schwierigkeit nach
Lietzmanns®) Bemerkung Hasenclevers,Sohn* um das Reifezeugnis brachte.
In der Tat erfordert diese Ableitung Kenntnisse der Proportionslehre und der
Algebra, die man einem Agypter des zweiten Jahrtausends v. Chr, nicht zutrauen
derf. Wir mtissen aber beachten, daB es sich nur um den regelmaBigen vierseitigen
Pyramidenstumpf handelt, und daB die einfachsten und natfirlichsten und darum
wohl auch die geschichtlich &ltesten Inhaltsbestimmungen von Figuren und
Kirpern darin bestehen, daB man die Figur oder den Korper in Teilstficke
zerlegt nnd diese Teilstiicke zu einem Korper bekannten Inhalts zusammensetzt.

€ 6 > Wenn wir im folgenden eine Zerlegung
des dgyptischen Pyramidenstumpfes
I vornehmen und einen Zerlegungsbe-
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Fig. 12. Fig. 13a. Fig. 18b.

weis — soweit ein solcher miglich ist — zu fihren versuchen, werden wir,
hoffe ich, einsehen, daB die Berechnung des regelmiBigen vierseitigen Pyramiden-
stumpfs kswm fiber daa sonstige mathematische Niveau der Agypter, wie es
uns im Papyrus Rhind entgegentritt, emporragt.

Fig. 12 stellt einen regelmiBigen vierseitigen Pyramidenstumpf dar mit der
Grundkante g, der Deckkante b und der Hohe A Durch zwei zur Grundfiiche
parallele Ebenen zerlegen wir den Stumpf in drei Teilstiimpfe von gleicher

Hshe rg— In jeden der Teilstimpfe beschreiben wir eine quadratische Platte

oin, g0 daB dem ganzen Pyramidenstumpf ein Treppenkirper einbeschrieben ist.
Fig. 13a sei der GrundriB eines der drei Teilstimpfe. Der Teilstumpf }it sich

- 1) Vgl. H, Wieleitner, Zur gyptischen Mathematik. Diese Zeitschr. 56 (192b),
8. 136. Siehe anch die Bemerkungen von Peet iiber den Moskaner Papyrus.
T. Eric Peet, The Rhind Mathematical Papyrus. London 1928, Auch Peet versteht
unter §tf die Hohe. Bs ist mir nicht bekannt, ob die von Professor Biruve in
Moskan geplante Bearbeitung des Moskauer Papyrus erschienen ist,

. 2) W. Lietzmann, Methodik des mathematischen Unterrichts I, Leipzig 1928,

. 156,




154 Abbandlongen

zerlegen in die genamnte quadratische Platfe, vier liegende gerade Prismen,
deren Querschmitt ein rechtwinkliges Dreieck ist, und vier vierseifige ,,Eck-
pyramiden®, deren eine in Fig. 12 eingezeichnot ist. Man kann wohl annehmen,
daB den Agyptern diese Zerlegung nieht fremd war, da sie ihre Pyramiden zu-
niichst als Treppenkirper bauten und die zur abschrigenden Ausfillung n8tigen
Bteinmassen veranachlagen, um nicht zu sagen berechnen, muten. Wir schneiden
nun sus dem Teilstumpf Fig. 13a die vier Eckpyramiden heraus; ferner legen
wir zwei gegenfiberliegende der Prismen so auf die beiden anderen, daB zwei
Stnlen vor rechteckigem Querschnitt entstehen. So ist der Teilstumpf (Fig. 13a)
ohne die Eckpyramiden in den Quader Fig. 13b verwandelt worden. In
Fig. 148, 14D, 14¢ sind mit susgezogenen Linien die drei Quader im GrundriB
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dargestellt, die durch diese Verwandlung auns den ihrer Eckpyramiden beraubten
Teilgtiimpfen hervorgehen. Nun schneiden wir von dem mittleren Korper (Fig.14b)
die schraffiert gezeichneten Siulen von rechteckigem Querschnitt ab und setzen
gie an den untersten Korper (Fig. 14a) so an, wie es durch Punktierung ein-
gezeichnet ist. Ferner nehmen wir von dem Quader Fig. 14 ¢ die durch Bchraf-
fiernng bezeichneten beiden Biulen weg und setzen sie an den Quader Fig. 14b
go an, wis die Punldierung zeigt.

Nun fehlen in Fig. 14a noch die vier ,,Eckquader von guadratischer Grund-
fliche. Gelingt es, die zwilf ,,Eckpyramiden” in diese vier Eckquader zu ver-
wandeln, so haben wir den ganzen Stumpf verwandelf in drei Quader mit den

Grundfifchen ¢”, ab, 8 und der Hobe -, Der Inhalt ist also - (a*+ ab -+ b7).
Ist die Neigung der Seitenflichen des Stumpfes zur Grundfliche ein halber
Rechter, die Stufenbreite also gleich ihrer Hohe %, s0 haben die ,,Eekpyramiden®

die Form der in Fig. 6 gezeichueten und lassen sich zu je drei zu einem Eck-
wiirfel fiir Fig. 14a zusammentiigen. Den Steinmetzen, die oft solche Eck-
pyramiden herzustellen hatten, mag diese Wiirfolzerlogung frith bekannt ge-
wegen gein. Ist sber die Neigung der Beitenfiiche des Pyramidenstnmpfes be-
Liebig, so ist es allerdings micht mehr mdglich, durch eine endliche Zahl von
Zerlogungen und Zusammensetzungen nachzuweisen, dal drei der Eckpyramiden
zusemmen einem der Eckquader von Fig. 14a inhaltsgleich sind. FErteilen wir
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der Wirfelzerlegung Fig. 6 in der Richtung einer Bante eine Dehnung oder
eine Stauchung nach dem Verhiltnis 1:% so bleiben eben die drei Teilpyra-
miden des entstandenen Quaders von quadratischer Grundfliche nicht mehr
kongruent, und einen strengen Beweis ihrer Inhaltsgleichheit kinnen wir den
Agyptern mnicht zutrauen. Es war dem griechischen Geist vorbehalten, die
fundamentale hier vorliegende Schwierigkeit zu meistern und das Infinitesimale
zu bezwingen, indem sie durch einen Eudoxischen Exhaustionsbeweis zeigten,
dab Pyramiden von gleicher Hohe sich wie ihre Grundfliichen verhalten. Kdnnen
wir nun zwar von den Agyptern keinen strengen Beweis erwartem, so ist es
darum doch moglich, daB ihnen die Taisache bekannt war, daB auch der durch
pine affine Streckung odor Steuchung zu einer quadratischen Baule gemachtn
Wiirfel in drei inhaltsgleiche Pyramiden zerfillt. Ffir den Pyramidenbau und
fiir Baschungsarbeiten muBte diesem Baumeistervolk die Kenntnis wertvoll sein,
daB der Tnhalt einer sgolchen Eokpyramide ein Drittel des entsprechenden
Quaders ist. War die Wilrfelzerlegung Fig. 6 bekannt, so lag der Analogie-
schluB auf den Quader nahe. Und viellsicht war es auch mehr aly ein Ana-
logieschluB, und vielmehr eine Intuition. Man konnte sieh die drei Teilpyra-
miden des Wirfels ndherungsweise mit Kleinen wiirfel- oder gquaderfirmigen
Bausteinen susgefilllt denken, die man nun in Gedsnken alle im Verhiltnis
1: % streckte oder stauchte, so daB auch der ganze Inhalt jeder der drei Teil-
pyramiden im selben Verhaltnis 1:% zu- oder abnahm. Diese gloichmaBige
Tnheltsinderung des (anzen mit den Teilen leuchtet dem naiven Verstand un-
mittelbar ein. Wer es lieber will, mag sich vorstellen, daB die Agypter die
Quaderzerlegung mit Band oder durch Wigung erwiesen haben. Ich mochte
ein 8o krasses Experimentieren selbst einem &gyptischen Mathematiker mnicht
sutrauen. Jedenfalls muBte er aber den Gedanken in seinem Geiste erfaBt
haben, ehe er — otwa aus didaktischen Griinden -— die Zerlegung experi-
mentell dartat.

Natiirlich 188t sich auch die regelmiBige vierseitige Vollpyramide durch
Zusammensstzung sus vier ,Bekpyramiden® finden.

Herons Zerlegung des Pyramidenstampfs (Vermessungsiehre IT, 8 u. 9)}%)
in ein schiofes Parallelflach, zwei schiefe Prismen und eine in einer Ecke des
ftumpfes stehende Pyramide dfirfte wohl spiiteres griechisches Gut sein. Die
Verwandlung dieser Teilkérper in Quader liefert ibrigens den Inhalt des regel-
mABigen vierseitigen Stumpfes in der Form

a+W2, 1 fa—>d
MY Y
5. SchluBbetrachtung. Die reife und strenge Pyramidenmberechnung,
wie sie uns bei Euklid entgegentritt, ist gekennzeichnet durch die Verwendung
der durch Eudoxus vertieften, nimlich das hrrationale unfassenden Proportions-
lehre, durch eine kunstvolle Zerlegung der dreiseitigen Pyramide in eine Folge von
Prismen, die eine unendliche geometrische Reihe hilden, durch den Exhaustions-
beweis, der das Eudoxisch-Archimedische Btetigkeitsaxiom verwendet, unddurch die
Zerlegung des dreiseitigen Prismas in drei dreiseitige Pyramiden. Nach dem Zeugnis

1) Herons von Alexandria Vermessungslchre, griechisch und deutsch vom
Hermann Schtne. Leipzig 1908, 8. 112—119.
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des Archimedes’) hatzuerst Budoxos einen strengen Beoweis fitr den Pyramiden-
inhalt gegeben, ebenso wie er anch den Kegelichalt streng ableitets und héchst-
waohracheinlich auch den Satz, dal sich Kreise wie die Quadrate ihrer Durch-
mesgger verhaltem. Zweifellos hat sich Eudoxos hei diesen Sitzen seiner
vertieften Proportionslebre und des Exhaustionsverfahrens bedient. Diese reife
Methode hat aber Unterschichten gehabt. Auch der Hermes und die anderer
Meisterwerke eines Praxiteles, geines groflen Zeitgenossen, hatten Vorlaufer!
Die erste Unterschicht bezeugt uns Archimedes an der eben genannten Stelle:
Demokrit sprack den Satz vom Pyramideninhalt aus, und eine Plutareh-
stelle 1aBt vermuten, dall er eine Zerlegung in (,unendlich®?) ditnne Scheiben
vornabm, also wohl in der Weise des Cavalierischen Prinzips vorging, ohne
ich schon zu einem Exhaustionsbeweis aufruschwingen) Nun sagh zwar
Archimedes an der erwahnten Stelle, daB Demokrit guerst den Ausspruch
flber, den Pyramideninhalt tat. Sollte denn wirklich Demokrit am Anfang
aller Pyramidenberechnung stehen?®) Zwingt uns nicht das Zeugnis des Mos-
kaver Papyrus und zgleich das Geftihl fir die allm#hliche Entwicklung unserer
geometrischen Wissenschaft dazn, unter der vermuteter Demokritischen Indi-
visiblenbehandlung, die doch auch schon auf hoher Stufe steht nmnd einen
Archimedes sur Entdeckung wichtigster Siitze fihrte, primitivere Unter-
schichter zu suchen? Hollte nicht in diesen archaischen Unterschichten die

1) Archimedes, Opera omnig, ed J.L. Heiberg. 2. Anfl. Leipsig 1913, II. Bd.,
8. 430, Archimedes’ Werke, tbersetzt von Heath und Kliem, Berlin 1914, 8. 414.

2) Vgl, 8ir Thomas L. Heath, A History of Greek Mathematics. Oxford 1921,
I, 8. 179. Heath-Eliem, Archimedes’ Werke, S, 414—415.

8) Archimedes ist schipferischer Forscher, nicht Historiker der Mathematik.
Fern von Alexandrien, verfiigte er auch schwerlich fiber die Literatur zu geschicht-
lichen Studien. Im Vorwort der Schrift Uber die Kugel und den Zylinder I Klingt
es noch, als habe FEudoxos znerst von allen Sterblicien den Satz vom Pyramiden-
inhalt bemerkt. Als Archimedes aber die Methode schrieb, hatte er gehirt oder
gelesen, dal schon Demokrit den Pyramideninhalt gefunden, wenn aveh noch nicht
streng bewiesen hatie, streng im Sinne eines Eudoxischen Exhgustionsbeweises. —
Die Methode halte ich, freilich im Gegensatz @ maBgebenden Historikern, aber in
Ubereinstimmung mit T. Kierboe und F. Arendt { Bibliotheca Mathematica, 3. Folge,
Bd. 14, 8. 33—40 und 289—-511) filr eine Spitschrift. Zu den #berzeugenden Griinden
besonders anch terminologischer Art, die die genannten Verfasser beibringen, mdchte
ich folgendes hinznfigen: Die Methode ist ihrem gansen Zweck und Tom nach ge-
radezu ein Vermdchinis, in dem der Gelehrte, nachdem er die Hdhe seiner Leistungen
und seines Rubmes erklommen haf, seinen ,Zeitgenossen und Nachfolgern Winke
darfiber gibt, wie er seine Entdeckungen machte, ehe er gie streng bewies, damit
diese Zeitgenossen und Nachfolger mit Hilfe der Methode neue Siitee finden kGnnen,
auf die Archimedes selbst noch nicht gekommen ist. Das ist nicht mehr die
Sprache des Archimedes der anderen groBen Werke, des Archimedes, der den

exandrinischen Herren Aufgaben stellte, sogar solche mit absichtlich falschen Be-
haaptungen, und der eifrig bedachi war, im_strengen Aufban der Entwicklungen
. seine Erfinderspuren su verwischen, um seine {Jberlogenheit zu zeigen. Die Stells der
- Methode, 3. 448, Zeile 4—15 (Opera od. Hoiboerg, IL 1918) ... 4 fwwvore éyivevo ...
hat memoirenhaften Charakier. Durch die mechaniseh-henristische Indivisiblenmethode
fand Archimledes zuerst den Kugelinhaft. Mit Recht hielt es spiter der Foracher
fir wert, der Nachwelt die denkwiirdige Mitieilung zu hinterlassen, wie nun darch
ihn nach der Analogie der Beziehung rzwischen Kreisumfang ond -inhalt auch die
schwierige Kugeloberfliche fum erstenmal in der (eschichte des wissenschaftlichen
Denkens gefunden wurde. Fiir die Verdfentlichung aber schuf der jiingers Archi-
med es zonkichst den strengen Beweis, durch den zusret die Oberfliche berechnet wird.
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Zerlegung des Wirfels in Pyramiden und die entsprechende Zerlegung der
quadratischen 3iuvle wegen der groBen praktischen Bedentung der vierseitigen
wEckpyramiden® eine Rolle spielen, wobei dann die Erhalinng der Gleichheit
der Teilpyramiden bei der affinen Strecknng oder Stauchung des Wirfels
einerseits intuitiv erschaut, andererseits unstreng bewiesen werden konnte
durch annghernde Zerlegung in beliebig kleine Prismen? Nach der Analogie
der ebenen Inhaltsherechnungen, bei denen man vom Rechteck zum Parallelo-
gramm und zum Dreieck @ibergeht, lag dann die andere Affintransformation,
die ,,Schiefmachung®, nahe, bei der, gleichfalls zunfichst rein intuitiv, erfabt
wurde, da8 sie den Rauminhalt nicht #ndert.!) Eine allgemeinere Formulierung
des Cavalierischen Prinzips war dabei fir die Pyramidenberechnung nicht
nbtig. Will man solche Vorstufen nicht als Wissenschaft gelten lassen, so ver-
weige man sie in die praktische Stereomefrie des Bammeisters. Dann hat eben
Demokrit die Pyramidenberechnung zuerst in die offizielle wissenschaftliche
Geometrie der Griechen hineingebracht.

Auch wenn derartige historische MutmaBungen hinfillig sein sollfen, dirfte
unseren (fedankengiingen ein didaktischer Wert bleiben. Die immer noch ver-
breitete schulm#Bige Behandlung des Pyramideninhalts, zunichst orientiert an
Luklid, ist ein Riickfall in primitivere, unstremge Msethoden. Die Zerlegung
des dreigeitigen Prismas in drei Pyramiden wurde freilich beibehalten, aber alle
Edelsteine sind aus der Krone gebrochen, denn fiir den Nechweis der Gleich-
heit der drei Teilpyramiden wird aunf dis streng das Irrationale umfassende
Verwendung der Proportionslehre meist verzichtet, ebenso suf die kunstvolle
Pyramidenzerlegung?) von Euklid XIL 5 und auf den Exhaustionsbeweis, um
das intoitiv erfaBte, nicht streng hewiesene, unndtig allgemeine Cavalierische
Prinzip an deren Btelle zu setzen.

Meine Anregungen gehen in folgender Richtung: Man steige auf der vor-
hereitenden Unferrichtsstufe zu einer noch tieferen Schicht hinab, nimlich zu
der Zerlegung des Wiarfels in vierseitige Pyramiden und zu der Berechnung der
,Eckpyramiden'. Ferner fiihve man statt des Cavalierischer Prinzips, zu-
niichst intuitiv, die beiden affinen Transformationen, die Dehnung (Stauchung)

1) Bezichungen =zwischen affinen Figuren und Beziehungen zwischen affinen
Kérpern mfissen schon sehr friih in naiver Intmition erfabt worden sein. Das gilt
insbesondere auch fir die dhnlichen Figuren und Kbrper und der Sats, daB sich ihre
Inhalte wie die Quadrate oder Euben eantsprechender Stficke verhalten. Den Salz,
daB sich die Inhalte von Kreisen wie die Quadrate ihrer Durchmesser verhalten
(Euklid X1, ®), pflegh man bis auf Hippokrates von Chios zurfickemverfolgen,
der vielleicht znerst eine Art unvollkommener Exhaustion sum Beweise des Satzes
versucht haben wird. Hs muB aber betont werden, daB schon die Agypter des Papyrus
Rhind von diesem Satze wie von etwas Selbstverstindlichem Gebrauch machten, wenn
sie den Inhalt jedes Kreisee zu GI‘.{:;‘ vom Inhalt des nmbeschriebenen Quadrats be-
rechneten. Die unvergleichliche Leistung der Griechen besteht darin, dad sie das
anscheinend Selbstverstdndliche formaulierten, damuf den Finger legtenm, die darin ver-
borgenen Schwierigkeiten aufdeckten, Beweise verlangten und so erst aclehe Bliize —
nicht entdeckten, sondern in das von ihnen geschaffene System dee wissenschaft-
lichen Denkens heraufhoben. Auch bei diesem Salz von den Kreisen war es, wie oben
schon gesagt, héchstwahrscheinlich erst Endoxoes, der die logische Steilwand des
Grenvibergangs durch sein strenges Exhaustionsverfahren erklomm.

2) H. Wieleitner bat sie fir den Unterricht vorgeschlagen. Vgl. H. Wisleitner,
tber den Ranminhalt der Pyramide. Unterr. Blatter £ Math, n. Naturw, 81, 8. 91—92.
Berlin 1925,
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in der Richtung einer Witrfelkante und die ,Schiefmachung® ein. Das Cava-

lierische Prinzip ist aly intuitiv-heuristisches Prinzip fibersus wertvoll, als
strenges Beweismittel aber in seiner allgemeinen Form fiir die Schule un-
geeignet und unudtig. Auf einer hOheren Unterrichtsstufe kann man unter Ver-

zicht auf dis Proportionsrechoung den GrenzprozeB auf die oben im dritten Ab-

schnitt gekennzeichnete Weise durchfihren.

Eine neue Einfiibrung der Parallelperspektive.

Yon A. Bavr in Liibeck.
Mit 11 Figuren fm Text.

Im folgenden soll eine neue Art, die Schrighilder im Unterricht, etwe auf
UII einzufithren, beschrieben werden.
A, Die Einfothrung der drei Hauptsatze. Die beiden Sitze

I. Das Bild einer (eraden ist wieder eine Gerade und
IL. Die Bildgeraden von Parallelen sind unter sich parallel

werden durch das bekannte Beispiel des Somnenschattens anschanlich gemacht
und leicht bewiesen.

Es werden weiter zuerst nur solche geometrische Gebilde hetrachtet, die in
einer waagerechten Ebene H liegen. Die Zeichentafel ¥ stoht senkrecht. Damit
188t gich das Bild ‘P eines Punktes P der
Ebene H mit Hilfe seiner Umklappung P’
in die Ebene V wie fiblich zeichnen (Fig. 1):

P
/f
5 ,"l Hs
.I”-‘P
Fig. 1. Fig. 2.

Die Dreiecke P'P,B, Q'@ usf. sind als Bilder riumlicher paralleler recht-
winklig-gleichschenkliger Dreiscke &hnlich (nach II).

Man kann jetzt die 1. Aufgabe anschlieBen: Zeichne die Bilder vieler Punkte,
die auf einer Geraden g der Ebene H liegen! (8. Fig. 2.} Priifung durch Satz I.

2. Aufgabe: Abbildung zweier sich schneidender Geraden g, h; der FBchnitt-
punkt & der Bilder g, § ist das Bild des Schnittpunktes § von g, &

3. Aufgabe: Abbildung von (uadrat und Rechteck (auch in allgemeinen
Lagen). (8. z B.Fig. 3.) Vermutung und Beweis des Satzes:

L. Teilverhdltnisse von Strecken mit derselben Richiung bleiben bei der Ab-
bildung erhalten.

¥
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B. Abbildung beliebiger ebener Gebilde. Mit der Abbildung des
Quadrats 158% sich jetzt ein in H eingeffihries kartesisches Koordinatensystem
abbilden. Damitbe-
herrseht man die
ganze Ebsne H und
ihr Bild: Die Figen-
schaft, Koordinaien-
system gu Setn, ist
bei der Abbildung
invariant.

4. Aufyabe:

Bilde ein in H lie-
gendes kartesisches
Koordinatensystem
ab! (Verschiedene
Lagen.) 8.Fig. 4,5.
Jotzt kann man Fla. 8.
jedes beliebige ebene Gebilde genau oder durch Annherung abbilden. Gleichzeitig
kann der Ubergang zur freien Parallelperspektive erfolgen. Das Bild der Ebene H
wird von der Umklappung in y
getrennt gezeichnet. :
5. Aufgabe: Bilde mit Hilfe eines i |
Koordinatensystems das Muster?)
der Fig. 6a ab! B Fig. 6a, b.
Hieran gehliefen sich Aufgaben
fiber die Abbildung krummer Li-
nien der Ebene H. Man fiihrt na-
trlich die Abbildung von Kreisen, > x
Parabeln, kubischen Parabeln, unter
Umstinden auch von Kreisbilscheln
durch. Die Fig. Ta, b zeigen die
Abbildung der sinus-Linie. Die
Ubertragung der Fig. 7ain Th ge-
gchieht punktweise durch

Schatzen. Dieses Schiit-

zen kOnnte als Mangel A ANy
des Verfahrens auf- P P — — &
fallen. Eg findet aber yd pd 7/
seine Berechtigung in ’/
Satz I1L: 4
: Fig. 4.

Die Imvarianz der
Teilverhdlinisse st die theoretische Grundlage sicheren Schitzens.

Deshalb ist das Verfabren auch auf Parallelprojektionen beschrijukt: Die
Zentralprojeldion WBE sich nicht genau so behandeln.

Die grundsiitzlichen Vorteile des Verfahrens sind:
1. Alle ebenen Gebilde lassen sich bequem und genan abbilden.

1) 8. Timerding, Zeichnerische Geometrie. Leipzig 1928.




