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SITZUNG VOM 7. JULI 1941.

Tabit b. Qurra iiber den geometrischen Richtigkeits-
nachweis der Auflésung der quadratischen Gleichungen.
Von.

P. Luckey in Titbingen.

Vorgelegt von Herrn van der Waerden.

Mit 7 Figuren.

In seinen Prolegomenen schreibt der Historiker Tbn Haldiint) (1332--1406)
im Abschnitt iiber Algebra: , Der erste, der iiber diesen Zweig (der Wissen-
schaft) schrieb, war Abs ‘Abdallih al-Hwarizmi, und nach ihm (schrieb
dariiber) Aba Kamil Suga® b. Aslam.” Al-Hwarizmi, der in der ersten
Hilite des 9. Jahrhunderts wirkte, geht in seiner Algebra?) (al-gabr wal-muga-
bala) zur Bildung von Gleichungen aus von den drei Gliedern: Vermigen
{Mebrzahl, az?), Wurzeln (bx) und Zakl (¢} (@ >0, b>0, ¢ > o} und bildet
durch Kombination sechs Gleichungsformen, nimlich die drei zweigliedrigen
Gleichungen az®=bha, ea?=¢, bz=rc, und die drei dreigliedrigen, also
gemischtquadratischen Gleichungen

Vermigen (Mehrzahl) und Wurzeln sind gleich Zahl, usw., d. 1,
ar?+br=¢, a4 c=bz, azx?=bztc¢ (a>0, b>0, e>10). (1)

Er nennt diese sechs Gleichungsformen u. a. Kefegorien (abwab, Mehrzahl von
bab, eigentlich Tor, Eingang, auch Kapitel, daher capitulum bei den abend-
lindischen Algebraikern). ‘

Die Meinungen dariiber, ob er bei den geometrischen Boweisen der Auf-
lésungen der gemischtquadratischen Normalformen unter griechischem Ein-
fluB steht, sind immer noch geteilt. J. Tropfked) bejaht, 8. Gandzd) ver-

1) ibn Haldiin, Text: Notices et extr. 184, Paris 1858, 8. 98; franz. {bers.: Notices
«b extr. 21y, Paris 1868, 8. 136. — P, Cossali {Origine . . . dell'Algebra I, Parma 1797,
5§.178) und H.Th, Colebrooke {Algebra with Arithmetic and Mensuration, from the
Sanserit wsw., London 1817, 8. LXX) sagen, daf schon Qazwini (1203—1283) und andere
al-Hwhrizmi als den ersten bezeichnen, der den Muslimen die Algebra brachte. Cossali
beruft sich hierbei auf Cusiri. 8. a. Haggi Halifa, Lexicon V Nr. 10012,

2) The Algebra of Moh. b. Musa. Ed. and transl. by Frederic Rosen, London 1831,

3) J. Tropfke, Zur Geschichte der quadratischen Gleichungen @ber dreieinhalb Jahr-
tausend. Jahresh. d. . Math.-Vrg. 43, 1933, S.98—107, 44, 1934, 8, 26-—119. — J.
Tropfke, Gesch. d. Elementar-Mathematik ITT, 3. Aufl. 1937,

4} 8. Gandz. The mishnat ha middot. Quell. u. Stud. z. Gesch. d. Math,, Astr. u.

195



94 P. Luckey:

neint dies. Das nach der obigen Angabe von Ibn Haldin nichste arabische
Algebrawerk ist dasjenige von Sugi‘ b. Aslam®), ,dem Agypter. Sugi
beruft sich bei dem geometrischen Beweis fiir die Ldsungen der genannten
Gleichungsformen ausdriicklich auf Buklid II. Leider wissen wir nichts Ge-
nateres iiber die Person und die Lebenszeit dieses Gelehrten. Er zitiert al-
Hwirizmi, an den er ankniipft, und zu seiner Algebra verfaBiten al-Istahri
(vielleicht 858—940) und ‘Ali b. Ahmad al-‘Imrani (starhb 955 oder 956)
Kommentare, die uns nicht erhalten sind. H. Suter%) schrieb vorsichtig, dal
Suga’ ,,ca. zwischen 850 und 930° lebte. J. Weinberg?) (8. 5) macht daraus
ohne ersichtliche Unterlage: ,,. .. lebte von ca. 850 bis 930*.

Darch die kurze Abhandlung vonr Tabit b. Qurra (~ 834 bis 901), die
ich hier nach der einzigen bisher bekannten Handsehrift Istanbul, Ays Sofya
2457, 3 in Text und Ubersetzung mitteile”), bekommen wir festeren Boden
unter die FiiBe. Tabit gehort der zweiten Hilfte des Jahrhunderts al-Hwa-
rizmis an, und er lebte wie dieser am Kalifensitz Bagdad, wo besonders in
jenem Jahrhundert die Quellen griechischer mathematischer Wissenschaften
mit den persischen und indischen Quellen zusammenstromten. Dieser Tabit
nun, selbst die erste Autoritit seiner Zeit fiir die richtige Ubersetzung und Er-
klirung griechischer mathematischer und astronomischer Texte, sieht sich
veranlaBt, hier in einer besonderen Abhandiung die geometrischen Wege zur
Auflésung der drei reduzierten gemischtquadratischen Gleichungsformen

Vermogen (Binzahl) und Wurzeln ist gleich Zahl, usw., d. i.
et pr=q +g=pxr, F=pztq (p>0,¢>0 (2)

Phys. A, 2, 1932. — 5. Gandz, The origin of the term algebra. Amer. Math. Monthly 83,
1928, 8. 437--40. — 8. Gandz, The sources of al-Khowirizint's algebra. Osiris 1, 1838,
8. 261-~77. — 8. Gandz, The origin and development of the guadratic equations in Ba-
bylonian, Greek, and early Arabic algebra. Osiris 8, 1837, 8. 405—557. — Vgl anch
Scientia 62, 1937, §. 249—257 und Atti 1. Congr. Un. Mat. Ital., Firenze, 1937, 5. 628
bis 531.

5) J. Weinberg, Die Algebra des Abi Kamil Soga" ben Aslam. Diss. Miinchen 1935,
~— Dies ist cine Ubersetzung der Miinchener hebriischen Handschrift cod. hebr, 225, 2,
einer Ubersetzung des Mordechai Finzi (um 1473), dem wahrscheinlich eine spanische
Ubersetzung vorgelegen haben soll. Tn neuester Zeit sind Handschriften des arabischen
Textes bekannt geworden: Suga’ b, Aslam, Kitdb al-gabr wal-mugabala, Istanbul, Kars
Mustafa P. 379; Meshed XVII, 32, 98. Auch Suéi‘s Bchrift iitber Berechnung von Ver«
miichtnissen mit Hilfe der Algebra, von der wir bisher nur den Titel durch den Geschichts-
schreiber Haggl Halifa (1609--1657) kanaten, liegt jetzt als arabische Handschrift vor:
Suga b. Aslam, al-wasdyd bil-Fugir. (Wird wohl heiBen miissen: bil.gabr.) Mosul 204, 8.

6) Bibl. math., 3. Folge, 10, 1910, 8. 33.

7) Die von mir benutzte Photographie verdanke ich Herrn Professor Dr. H. Ritter
in Istanbul.
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aufzuweisen und auf Euklid zuriickzufiihren. Er nennt diese Formen Grund-
formen (usil Wurzeln, Elemente), und es sind dieselben Formen, auf die auch
al-Hwirizmi bei der Auflésung der Zahlenbeispiele seine drei Kategorien (1)
zuriickfiihrt. Nicht ersichilich ist, ob auch Tabit p und g als ganze oder
gebrochene rationale Zahlen voraussetzt, wie das bei al-Hwirizmi in den
Zahlenbeispielen nach Herstellung der Formen 2* +- pz = ¢ usw. der Fall
iet. In Sugd‘s Algebra und in seiner Abhandlung itber das Finfeck und
Zehneck®) begegnen uns auch irrationale Koeffizienten.

Tabit lost geometrisch in der Form einer Analysis die erste und dritte seiner
Grundformen unter ausdriicklicher Zuriickfithrung anf Buklid 116 und die
zweite ebenso unter ausdriicklicher Zuriickfiihrung auf Euklid I15. Ob er
dabei eine eigene Erkenntnis oder das Wissen anderer mitteilt, ist hier wie
zuweilen auch sonst bei dem zugleich klugen und vielbelesenen Manne zweifel-
haft.

Von dem Verfahren, auf das ihn diese geometrische Analyse fidhrt, sagt er
zutreffend, es sei ,,iibereinstimmend* (muwdfig) mit dem Verfahren ,,der der
Algebra Beflissenen® (askdb al-Fabr®)) oder der ,,Algebraleute™ (ahl al-fabr)
bei der rechnerischen Losung der drei Fille. Den Ausdruck al-gabr, den ich
mit ,,Algebra* wiedergebe, gebraucht er nicht fiir die Auffiillung eines nega-
tiven Gliedes, die in der Schrift nicht verkommt, Vielmehr bezeichnet er
durch den bloBlen Ausdruck al-fabr ohne Hinzufiigung von wal-mugabala ein
Gebiet, um nicht zu sagen einen Zweig der Mathematik. Es gibt nach der
Uberschrift der Abhandlung ,,Probleme der Algebra* (masa'il al-gabr), und
nach dem Anfangssatz , kommen* die meisten dieser Probleme auf die oben
genannten drei gemischtquadratischen reduzierten Formen ,zuriick®, d.h.
lassen sich auf sie zuriickfihren oder laufen auf sie hinaus. ,,Probleme der
Algebra® werden also hiernach Gleichungen zweiten und sicher auch solche
ersten Grades oder Aufgaben sein, die auf solche Gleichungen fithren, Im
Schlullsatz wird die rechnerische Losung jedes der drei Grundprobleme als
., Verfahren seiner Lisung durch die Algebra* dem , Verfahren seiner Lisung
durch die Geometrie” gegeniibergestellt.

8o friih also schon wird dieser Wissenschaftszweig durch das bloBe al-gabr
ohne den Zusatz wal-mugabala bezeichnet, der sich nach Suters?) Meinung
»im Laufe der Zeit” verlor. Zugleich diirfte in den Ausdriicken ,die der
Aigebra Beflissenen®, ,,die Algebraleute* die ilteste bisher bekannte Sonder-
benennung von Menschen vorliegen, die sich mit al-Fabr beschiftigen oder

8) Die Handschrift hat ashdb al-gadr die der Wurzel Beflissenen, aber das dirfte ein
Schreibfehler statt ashdb al-Fabr sein.
9) Enzykl d. Tslam, Artikel Djabr. T 8. 1031—32,
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hieriiber Biicher schreiben. Wie Ruska®) bemerkt, findet sich um das Jahr
1000 im ersten Lehrbrief der ,, Treuen Freunde® (Ihwan as-safd’) und ein Jahr-
hundert spiter bei ‘Omar Haiyami'!) die Bezeichnung ,,die Algebraiker®
(al-gabriyysin), bei letzterem auch das blofe al-gabr. Nach Suter®) gebraucht
AbG Zakariya al-Hassar (vor 1200) den bloBen Ausdruck al-gabr iiberall
in seiner Abhandlung iiber Rechenkunst. Anscheinend hat man bisher den
Gebrauch des blofien Wortes al-gabr im Titel der hier von mir vorgelegten
Schrift nicht gewertes. Dal uns die letztere erhalten ist, wissen wir zwar erst
geit 19362), aber den Titel der Schrift gab Ibn al-Qifti*?) (S.119) an, und
H. Suter) (8. 36) und A. G. Kapp*) iibersetzten thn. Auch der 987 geschrie-
bene Fihrist®) gebraucht den Ausdruck al-fabr. Er sagt von Hipparch
(I 8.269) und von Diophant (I 8. 269), daB sie tiber die ,,Kunst der Algebra
(sind‘at al-gabr) schrieben. Nach dem Fihrist (I S. 283, Suter’®) S. 39) und
Ibn al-Qifti®®) (8. 288) schrieb Abul-Wafd’ (940--998) aufler einem Kom-
mentar iiber die Algebra (al-Fabr wal-mugibala) von al-Hwirizmi einen Kom-
mentar der Schrift des Diophant iiber die Algebra (al-gabr) und einen solchen
der Schrift des Hipparch iiber die Algebra (al-gabr)??),

Da ein Mann vom Gewicht eines Tabit b. Qurra die Abfassung dieses
geometrischen Richtigkeitsnachweises fiir angebracht hiilt, wird zum mindesten
einem Teil seiner Leser die Zuriickfithrbarkeit der Liosungen der Normalformen
(2) auf Buklid II neu gewesen sein. War &ie den ,,Algebraleuten’ bekannt,
denen Tabit sich selbst nicht zurechnet ?

Mit umstiindlicher Sorgfalt zeigt Tabit, wie die einzelnen geometrischen
Schritte und Gebilde denjenigen ,,auf dem Gebiet der Rechnung und der
Zahl® (f7 bab al-kisdb wal-‘aded) oder ,,anf seiten der Rechnung und der Zahl*
(‘ald gFihat al-kiséb wal-“adad) oder ,nach dem Verfahren der Rechnung™

10} J. Ruska, Zur altesten arabischen Algebra und Rechenkunat. Sitzgsber. d. Heidelb.
Akad. d. Wiss., Phil.-hist. Ki., 1917, 2, 8. 13. Vgl hierzu die Besprechung von H. Suter,
Arch. d. Math. u. Phys. 28, 8. 56—61.

11) F. Woepcke, L'algébre d'Omar Alkhayydmi. Paris 1851. -— Vgl. die von Gandz in
der zweiten asiner oben 4) genannten Arbeiten S. 430 angefithrten Stellen.

. 12) M. Krause, Stambuler Handschriften usw., Quell. y. Stud. z. Gesch. d. Math, usw.
Abt. B, 8, 1936, S, 455. :

13) Tbn al-Qiftt’s Ta’r7f al-fukamd’ hrag. v. J. Lippert. Leipzig 1903.

14) H. Suter, Die Mathematiker und Astronomen d. Arab. usw. Leipzig 1900.

15} A. G. Kapp, Arab. Ubersetzer u. Kommentatoren Euklids uaw. IL Isis (Bruges)
28, 1935, 8, 65.

18) Kitab al.Fikrist, hreg. v. G. Flagel, Leipzig 1871, — Vgl. H. Suter, Das Mathema-
tikerverzeichnia im ¥ihrist usw. Abh. 2. Gesch: d. Math. 6, 1892, 8. 22.

17) Die Angabe Hipparchs als Verfassers einer Algebra ist bekanntlich bestrittén:
Vgl. die von Cantor I3 8. 363 angefithrte Literatur. '
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(‘alz madhab al-/isab) entsprechen. Was sie, die Algebraleute, tun, d.h. das
rein Rechnerische, stellt er dem gegeniiber, was wir tun, d. h. was er selbst
bei der geometrischen Behandlung vornimmt. Am Schlufl- der Abhandlung
heillt es; das Ziel derselben sei der Einklang des geometrischen mit dem al-
gebraischen Auflosungsverfahren. Anders stellt itbrigens ‘Omar Haiyamit)
¢S. 11, Ubers. 8. 17—18) die geometrische Lisung derjenigen durch die Zahl
gegeniiber. Er meint mit der Zahl nur die ganzzahlige Losung.
.- Eine Korrespondenz des.Geometrischen mit dem Rechnerischen, iiber die
man auch Woepcke!?) (8..XII, Fulinote 2) vergleichen mdge, war dem
neunten- Jahrhundert und der Folgezeit auch auf einem anderen Gebiet
geldufig und bewnBt: in der Trigonometrie. Schon Ptolemius hat ja in
seinem Analemma dem konstruktiven.ein ihm genau parallel laufendes
rechnerisch-trigonometrisches Verfahren gegeniibergestellt. Wenn man eine
Vorschrift von al-Mahani'®), das Azimut @ eines Gestirns aus seiner Hohe 2,
seiner Deklination 8, der Ortsbreite ¢ und dem Kugelradius r zu kon-
struieren, Schritt fiir Schritt ins Rechnerische iibertrigt, so erhilt man genan
die rechnerischen Schritte, die al-Battani®®) (Cap. XI) fiir die Losung dieser
Aufgabe vorschreibt, und die sich in der Formel |
r Sind _ Sink Sing
Cos ¢ Cos ¢

Cosk

zusammenfassen lasgen. Dal in dieser Zusammenfassung eine zwischen Seiten-
und Winkelfunktionen des Kugeldreiecks bestehende Gleichung, der Kosinus-
satz der sphirischen Trigonometrie, steckt, kam den arabischen Gelehrten
nicht zum Bewufitsein, aber Regiomontan wurde bekanntlich durch sein
Studium al-Battanis zur Aufstellung dieser Formel angeregt. Bei zwei anderen
Konstruktionen der sphirischen Astronomie nimmt al-Mahani in derselben
Abhandlung selbst die schrittweise Ubertragung der graphischen in die rech-
nerische Losung vor. An der einen Stelle heiBt es da: ,,Eingang hierzu durch
die Rechnung® (bab Jalik min al-kisab), und an der anderen: ,, Wiinschen wir
dies nun von seiten der Rechnung (min gibal al-Zisab), so vervielfachen wir®
usw. Allerdings miilte der Richtigkeitsnachweis dieser ebenen Konstruktionen
noch an einer riumlichen Figur erbracht werden. Auch zu graphischen La-
sungen al-Kindis?)von sphirisch-astronomischen Aufgaben finden wirspiiter

r

Sina=

18) Al-Mahini, Ma'rifat as-samt . . . Istanbul, Seray 3342, 3.

19) Al-Battani, Opus Astronomicum ed. Nallino, Mailand 1899--1903,

20} ALKindi, “Amal al-rupdma bil-handasa. Berlin Ms. or. oct. 2294, fol. 31b—33a,
Die Verdffentlichung dieses Textes und der oben'®} genannten Mahzni-Stelle habe ich
vorbereitet,
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in einem Falle bei al-Battani, in einem anderen erst bei Regiomontan das
rechnerische Gegenstiick. .
Tabit behandelt seine dret ,,Grundformen® (us#l} in derselben Reihenfolge
wie al-Hwirizmi. Auch ermittelt er wie dieser zuerst x und hieraus durch
Quadrieren #®. Wie al-Hwirizmi findet er fiir die zweite Form a* 4 ¢ = paz,
falls sie iiberhaupt fiir ihn losbar ist, beide positive Wurzeln. Im Gegensatz
zit ithm gibt er die geometrische Verifikation nicht an Zahlenbeispielen, sondern
allgemein. Ferner spricht er bei der geometrischen Darstellung sauber von
den Vielfachen der (Léngen)einheit, in der die Linien gemessen werden,
Folgende Fachausdriicke Tabits stimmen mit Fachausdriicken al-Hwarizmis
dberein:
gadr  Wurzel =
mal Vermigen x*
‘adad  Zahl q
ya'dil st gleich =

Al-'adad die Zahl als Terminus fiir das absolute Glied kann also auch eine
nicht ganze Zahl bedeuten, wie 204 oder 23,1 in Beispielen al-Hwarizmis.
Als Ausdruck des Gleichseins in der Bestimmungsgleichung hat dieser Tabit-
text stets, auch wenn mehrere Subjekte vorhergehen, ya'dil 1st gleich, wihrend
wir in Rosens al-Hwarizmi-Ausgabe auch ta'dil sind gleich lesen; doch
kommt dies vielleicht auf Rechnung Rosens, der angibt, daB in seiner Oxforder
Handschrift die meisten diakritischen Punkte fehlen.

In der Benennung des linearen Gliedes px und seines Koeffizienten p folgt
Tabit nicht dem Hwirizmi, dessen Terminologie in diesem Punkte sehr eigen-
artig ist. Sowohl das Glied bz cinerseits wie sein Koeffizient b andererseits
heilit bei al-Hwarizmi die Wurzeln oder Wurzeln, Aber er benutzt zwei ver-
schiedene Mehrzahiformen des Wortes gadr, nimlich Sudsir und agdar. Die
Form gudier Wurzeln gebrancht er an den Stellen 1,2 und 10,5 als Symbol
eines allgemeinen linearen Ausdrucks e, ferner inshesondere stets bei der
allgemeinen Formulierung seiner ,Kategorien” fiir das lineare Glied b=z,
also in Sitzen wie Vermigen und Wurzeln sind gleich Zahl {(ax? -+ bz =¢)
usw. Das sind Sitze, die als feste Merkspriiche, Formeln, ein besonderes Ge-
wicht haben und méglicherweise von Vorgingern iibernommen sind, Sonst
verwendet er stets den Plural agdar. Diesen gebraucht er insbesondere fiir
den Koeffizienten p in der oft wiederholten, also ebenfalls formelhaften Lb-

sungsvorschrift fiir die Bildung des Ausdrucks V(g)z—l— q— ?21 und der beiden

entsprechenden, alse wenn er z. B. sagt: Die Vorschrift (giyas) est, daf du die
Wurzeln halbierst, d. h. die Zahl p der Wurzeln. Oder: Ziehe davon die Hilfte
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der Wurzeln ab, d. i %. An den Stellen ¢, 8 und »,17 wird vorgeschrieben,

daB zur Herstellung der reduzierten Form die Rechnung, die 22 in z? iiber-
fiihrt, auch mit bz (und ¢) vorzunehmen ist. Wem hier al-a¢dar fiir bx auffillt,
dem kann erwidert werden, daB die Operation mit der Zahl b der Wurzeln,
d.i. mit dem Koeffizienten b vorzunehmen ist. In seiner Vorstellung ist bz
nicht eine Zahl, sondern eine Anzahl von Dingen.

Fiir den des Arabischen Unkundigen set hierzu bemerkt, daB viele arabische
Warter mehr als einen Plural bilden kénnen. So hat das Wort fagdr Wurzel
die Mehrzahlformen gugdsir und agdir. Die zweite dieser Formbildungen wird,
wenn sie wie hier nicht die einzige Mehrzahlform des betreffenden Wortes ist,
nach der Lehre der arabischen Grammatiker nur fiir Personen und Dinge in
der Hochstzahl 10 gebraucht. Doch gilt diese Verwendung als ,,Mehrzahl der
Wenigkeit” nur eingeschrinkt und kommt im vorliegenden Fall nicht in
Frage®), wie ja auch al-Hwarizmi sogar fiir p = 101 (rs, 3, 6) al-addar sagt.
Man kénnte vermuten, daB die Sprache die in fudisir vorliegende Pluralbildung
fiir die Dinge selbst und die in agddr vorliegende fiir die Anzahl dieser
Dinge gebrauche, aber dariiber ist mir nichts bekannt. Doch kommt es im
Arabischen vor, dafi verschiedene Mehrzahlformen desselben Wortes ver-
schiedenen Bedeutungen dieses Wortes entsprechen.

Man kénnte also nun versucht sein, diesen Gebrauch von gudsr fiir das
lineare Q(lied und agdar fiir seinen Koeffizienten als Ansatz zu einer termino-
logischen Unterscheidung von bz und & in der Wortsymbolik al-Hwarizmis
anzusprechen. Diese Unterscheidung wire aber z. B. fiir p == 1 nicht ein-
deutig durchfiihrbar gewesen, ohne der Sprache Gewalt anzutun. So gebraucht
er denn in diesem Falie (¢ 1, 3—7), sofern der Text zuverldssig ist, sowoh] fiir
px wie fiir p denselben Ausdruck, nimlich den Singular al-fadr die Wurzel.

DaB dem Hwarizmi aber eine bewubBte straffe Terminologie dieser Art fern
lag, zeigt die Betrachtung seiner Sprache besonders da, wo die Wahrschein-
lichkeit am groBten ist, da wir den Autor selbst sprechen héren, nimlich in
der Durchfithrung der Zahlenbeispiele und in seinen an Zahlenbeispielen er-
brachten geometrischen Richtigkeitsnachweisen. In den zahireichen Beispielen
heilt 3z, 10z usw. stets zaldzat agdir, ‘asarat agdar usw. Andererseits bedeutet
{4, 18; v+,9) al-"asara al-addar die zehn Wurzeln den Koeffizienten 10 von z.
Man beachte die Stelle 1., 10: Sie (gemeint ist die Seitenlinge b eines
Quadrats) ist die Hilfte der zehn Wurzeln, die wir auf den beiden Seiten der
ersten Fliche hinzufiigten. Hier ist im Hauptsatz an den Koeffizienten 10,

21) Vgl. M. 8i. Howell, A Grammar of the Classical Arabic Lenguage, I, 3. Allahahn.d
1880, S, 887.
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im Relativsatz aber an das Glied 10% zu denken, das er in Form von. zwei
Rechtecken 5. z an die Seiten des Quadrats z* gelegt hat. Also etwa: Sie
sst die Halfte der Zehnzakl der Wurzeln, die wir ... Dall bei den geome-

trischen Veranschaulichungen eine Strecke oder eine Fliche meistens nicht

von ihrer MaBzahl unterschieden wird, trigt zur Verschwommenheit der
Bprache bei. In unserem Sinne korrekt driickt sich al-Hwarizmi aus, wenn
er (\v, 11) den Koeffizienten p von pez als Zahl der Wurzeln (‘adad al-agdar)
bezeichnet. Hiermit vergleiche man (4, 2) a'dad Judir Zahlen von Wurzeln
fiir den Koeffizienten des Produktes zz, wo z eine beliebige positive Zahl ist,
Diese beiden Stellen sind aber vereinzelt. *

Hierzu kommt noch, dal al-Hwarizmi « als Unbekannte des Problems auch
faz’ Ding neont und deshalb seinen Koeffizienten p auch (z. B. v ¢, 14) mit
al-asya’ die Dinge bezeichnet.

An Stelle dieser ungliicklichen Terminologie von al-Hwarizmi fiir bz und b
hat Tabit im vorliegenden Text zwar nicht je einen einzigen festen Terminus,
dafiir aber folgende eindeutige und sprachlich unmittelbar verstindliche Aus-
driicke:

al-gudiir | . .
al-agdan } die Wurzeln PE
o . hl-gudir | ,. 22
al-'idda al-mafrida { ik agdar } die gegebene Menge®®) der Wurzeln
“iddat al-gudir al-mafrida die gegebene Menge der Wurzeln p
‘adad ol-agdar die Zahl der Wurzeln
“iddat al-addar die Menge der Wurzeln

Von den beiden Ausdriicken fiir p bevorzugt er al-fudir, das er insbeson-
dere bei der Formulierung seiner Grundformen (2) wie al-Hwarizmi bei der
Formulierung seiner Kategorien {1) verwendet. '

Bei Diophant?®) findet sich, wie schon Woepcke!?) (8. IX Fulinote) be-
merkte, fiir die Koeffizienten der ¢idy 2°, «*, 2% . . . eine primitive Ausdrucks-
weise, die derjenigen al-Hwarizmis entspricht, z. B. (I 304, 5—7): Wir mud-
tiplizieren die Hilfte der @ (S) mit sich selbst . . . und die 222 (A" f) mit der 18

0 .
(M), d. h. wir bilden zu 6z - 18 < 22* die Ausdriicke (§)? und 2-18. Ahn-

22) Das arabische “idda und das griechische nidfjfog iibersetze ich mit Menge, da eine
Kollision mit dem Mengenbegriff der modernen Mathematik nicht zu befirchten ist und
Quanistit eher dem griechischen mowdy und dem arabischen kamiya entspricht.

23) Diophant, Op. ed. P. Tannery. Leipzig 1893—985. — Vgl. Tropfke?) III®, 1937,
B. 28,
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lich (I 402, 14—16): Man muﬂ zu: der Hilfte der S mal sich selbst die AY (mal.

den M) “hinzufigen, d. h. man muB, wenn a.x” +ha=c vorliegt, ( ) - ac

bilden. Er sagt aber auch (1238, 7): Die 471 ist § von den S 2 der Menge®?)
nach (1 mdider), d. h. bei 12® und 2z ist der Koeffizient von 22 gleich der
Hiltte des Koeffizienten von «. Und so sagt er an einer anderen Stelle (I 342, 1):
die Menge (mnAfifos) der A, d. i. der Koeffizient von 22 Das von Tabit ge-
brauchte *tdda, das ich mit Menge itbersetzte, diirfte, wie schon Woepcke ver-
mutet, dem griechischen mA#d¢ entsprechen. Leider sind uns die Ubersetzung
und der Kommentar, die nach Ibn Abi Usaibi‘a (I 245) Tabits Zeitgenosse
Qusta b. Liiqda zu der Arithmetik des Diophant machte, nicht erhalten.
DaB der im griechischen Denken geschulte Tabit die Bezeichnungsweise von
al-Hwirizmi verbesserte, mimmt nicht wunder. Vielleicht hat auch schon
Diophant auf ithn eingewirks. :

Bei den Indern liegt eine dhnliche Erscheinung vor, wobei aber die Eigenart
der Wortzusammensetzungen in indischen Merkversen zu beriicksichtigen ist.
Im 18. Kapitel des Brahma-sphuta-siddhanta®®) von Brahmagupta (* 598),
und zwar in Vers 48, der die Formel fiir die Auflésung von az? + bz = ¢ ent-
hilt, wird von dem mit 4a multiplizierten ¢ gesagt, dall es ,,vereinigt" wird
nmit dem Quadrat des Mittleren® {(madhyavargasahitinam), d. h. also, es wird
4ac 4 b® gebildet. ,,Das Mittlere™ (madhyas, vgl. lat, medius) bedeutet eigent-
lich die Unbekannte z selbst, und so auch im letzten Wort unseres Verses®),
wird aber hier fiir den Koeffizienten b von & gebraucht. Colebrooke?) iiber-
setzt (S. 346) the [coefficient of the] middle term. Ahnliches gilt fiir madhyen’o-
nam, d.i. —p und fiir den Koeifizienten von z*. Man beachte Brahmaguptas
Kommentar, wo es in Colebrookes Ubersetzung heiBt: the numeral (anca) which
belongs to the square of the unknown is termed [coefficient of the] square usw.
Siehe anch das Entsprechende bei Bascara (Colebrocke 8. 207£f).

Wie in der fritharabischen Algebra, so finden wir also auch bei Diophant
und bei den Indern, dafl man, besonders in formelhaften Wendungen, die viel-
leicht von Vorgingern iibernommen sind, den Plural oder Singular des Aus-
drucks fiir " nennt, wenn man seinen Koeffizienten o, meint, und iiberall
begegnet uns auller dieser schlechten Ausdrucksweise ihre Verbesserung in
(estalt einer sorgfiltigeren. Wenn “Ali, der Fiirst der Gliubigen, nach dem

24) Pandit, N. 8. 24, S. 490 (314), Benares 1962. — Herrn Staudacher in Tibingen
bin ich fir sprachliche Hilfe dankbar.

25) Wohl als geometrisches Mittel zwischen 1 und 23 in der Folge der Potenzen von z.
Man vergleiche iibrigens al-wdsifa der mittlere (Grad) bei al-Karafl (= al-Karhi):
F. Woepcke, Extrait du Fakhri, Paris 1853, 8. 71.
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Hauptnenner der Briiche 4, 4, ..., {7 befragt, antwortet: , Vervielfache die
Tage der Woche mit den Tagen des Jahres (360)!1“%), so ist das dieselbe, auch
heute noch verbreitete mangelhafte Ausdrucksweise. Wir haben es hier wohl
mit dem sprachlichen Rudiment einer primitiveren Sprech- und Denkweise

zu tun, die die Zahl (e, urspritnglich nur natiirliche Zahl) der Dinge noch -

nicht von den geziihlten Dingen selbst {,,Wurzeln“, ,,Dinge”, az) ab-
strahierte und achied. Diese Denkweise gehiirt einer niederen Frkenntnis-
schicht an, iiber die sich inshesondere griechisches Denken endgiiltig erhob,
als es die Eigenschaften der Zahlen an sich untersuchte. Naher jener Alteren
Erkenntnisschicht steht noch der Logistiker niederen Schlages (wie auch
dag Kind und bewuft der Elementariehrer), wenn er die Zahlen an den Sinnen-
dingen betrachtet, ,,weshalb er ihnen auch die Benennung nach den pemes-
senen Dingen gibt, indem er die einen apfelige (Zahlen) und die anderen
schalige (Zahlen) nennt*??). Kinen Ausfluf jener primitiven Denk- und Rede-
weise sehe ich anch darin, dal die altbabylonische Algebra zur Bildung einer
Gleichung z. B. , Linge” und ,,Breite” maultipliziert und die so erhaltene
. Fliche™ der SBumme von ,,Linge™ und ,,Breite® gleichsetzt. Hier werden
Hir eine Beziehung (zy = = 4 y), die ganz arithmetisch-algebraisch gememt
ist, die dimensionierten Raumgréfen statt ithrer MaBzahlen genannt. Mit
Thoreau-Dangin®) mochte ich annehmen, daB hier die Elemente der
Gleichungen den geometrischen Figuren nur entlehnt (empruntés) sind. Dio-
phant sagt korrekt (z. B. 1432, 19--20): 6 & v® dufadd, 6 év vfj Snorewadoy
die in der Flicke, die in der Hypotenuse (steckende Zahl).

Aus der Gemeinsamkeit einer natiirlichen und verbreiteten terminologischen
Bracheinung, die allgemein auf eine dltere Schicht wissenschaftlichen Denkens
suritckweist, Schliisse auf bestimimte historische Zusammenhiinge zu ziehen,
erscheint gewagt. Ich verzichte darauf, Hypothesen aufzustellen, wie ich
mich auch aller Folgerungen aus den Anfschliissen der vorgelegten Tabitschrift
enthalte und auch nicht Stellung zu der Hypothese von Gandz iiber die
babylonische Herkunft des Ausdrucks al-gabr nehme. Fiir die fritharabische
Mathematikgeschichte ist es niitzlich, dal man zuniichst den ganzen erreich-
baren Stoff griindlich sammelt und untersucht. Gute, mit Verzeichnissen der
Fachworter versehene kritische Ausgaben von al-Hwarizmi und anderen frith-
arabischen Mathematikern, insbesondere auch der Ubersetzer, sind erwiinscht.

26) Behd'eddin, Essenz der Rechenkunst, arab. u. deutsch von G. H. F. Nessclmann,
Berlin 1843, 8. 19.

27} Prolklos, In prim. Buel. el. usw. ed. Friedlein. Leipzig 1873, 8. 40, - Vil K. Vogel,
Beitr. z. griech. Logistik, Sitzgaber. baver. Akad, Wiss,, matlh.-nnt, Abt.. 1936, S, 366.

28) Archeion 19, 1037, S. 3.
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Ubrigens muBte al-Hwirizmi auf die indische Algebra stoBen, wenn die
Annahme®) richtig ist, da8 der Sindhind und al-Hwarizmis astronomische
Tafeln auf den Brahma-sphuta-siddhinta zuriickgehen und er dieses Werk
Brahmaguptas ganz kannte. Selbst wenn dies zutrifft und trotz der bekannten
Ubereinstimmungen miissen aber seine maligebenden Vorbilder nicht not-
wendig in Indien oder gar dort allein zu suchen sein. Auch Persien kommt
in Frage. Esist ganz natiirlich, das, was er in der Einleitung iiber die Wissen-
schaften verflossener Zeiten und dahingegangener Volker sagt, besonders auch
auf die Algebra zu beziehen. Er spricht von Vélkern. Ob er wohl auch etwas
von der Algebra der Babylonier gehért hat ?

In welcher Beziehung Suga‘ und Tabit zueinander stehen und ob und wie
weit Tabits Schrift und seine verbesserte Ausdrucksweise auf die spiiteren
arabischen Algebraiker wirkte, lasse ich offen. Von Sugi’ und al-Karagi
(= al-Karhi) fehlen noch gedruckte Ausgaben des arabischen Textes ihrer
Algebrawerke. In Woepckes Ausgabe des Fakri®) von al-Karaji ergibt sich
aus Stellen wie 8. 6, 71, 72 fiir den Koeffizienten von « eine Ausdrucksweise
wie bei al-Hwarizmi. Auch ‘Omar Haiyami*) gebraucht gewdhnlich, wenn er
die formelhafte, man mdchte sagen eingepaukte Losungsvorschrift angib,
fiir p wie al-Hwirizmi al-afdar die Wurzeln. Doch sagt er ‘iddat al-agdar
(_l'ie Menge der Wurzeln bei der Losung der Gleichung u? = Bz (ar. 10, 13 =
Ubers. 15, 23), denn er konnte fiir z = 5 nicht sagen: Die Wurzel (z) ist die
Wurzeln (5), und ebenso korrekt driickt er sich (11,16 = 17, 21) aus, wo er
etwas Besonderes vorbringt. Wie al-Karagi hat er Diophant studiert. Ba-
ha’addin®) (1547—1621) bezeichnet in sauberer Terminologie die Unbekannte
£ mit Sas’ Ding; nur einmal (39, 1) entschliipft ihm hierfiir fagr. Br nennt den
Koeffizienten von z immer sorgfiltig: die Zahl der Dinge.

In den abendlindischen Ubersetzungen geht al-Hwarizmis Unterscheiduny
von guddir fiir pz und al-agdar fiir p verloren. Beides heiBit bei Gerhard von
Cremona®) radices, wozu dann noch res fiir al-asya’ die Dinge kommt. Obwohl
das Bediirfnis der Mathematiker nach einer sauberen Terminologie sich da-
gegen hiitte strduben sollen, radices oder res oder le cose sowoh! fiir das Glied
wie filr seinen Koeffizienten p zu gebrauchen, ist die Macht der Uberlieferung
so stark, daf sich diese Zweideutigleit in der Folgezeit einnistet und dureh die
Jahrhunderte mitgeschleppt wird. Allerdings finden wir schon bei Leonardo
von Pisa im Isber abbaci (Scritti I, Roma 1857, S. 406#f. und Libri®) II

8. 3681f) neben der primitiven Ausdrucksweise medsetas radicum fiir % die

29) Vgl. Sukumar Ranjan Das in Osiris 2, 1936, 8. 205,
30} Vgl. Libri, Hist. d. sciences math. en Ttalie. Paris [836—41, 1, 8. 253—207.
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sorgfiltigere numerus medietatts radicum. Aber Luca Pacioli sagt in der
(bei Tropike III? 8.215 wiedergegebenen) Aufldsung von o® 44z =25
Smecea le cose, hdlfte die Dinge, d.h. den Koeffizienten 4. In Cardanos
Practica arithmeticae von 1639 finden wir (Cap. 49} noch dieselbe Ausdrucks-
weise, z. B. dirudia radices, hillfte die Wurzeln, d.i. p, oder adde dimidium

radicum, fige die Hilfte der Wurzeln hinzu, d. 1. %1 . Inder Ars magna von 1545

aber sagt er fast immer korrekt dimidium numeri rerum. Tartaglia folgt in
allgemeinen Lésungsvorschriften der alten Redeweise le cose fiir den Zahlen-
faktor von z, so auch in den bekannten Versen fiir die Lésungsformel der
kubischen Gleichung z® + pz == ¢ (Tropfke III® 8. 136), wo le cose nachein-
ander pz und p bedeutet, falls nicht etwa das im zweiten Falle hinzugefiigte
Wort reto das blofle p kennzeichnen soll. Jedoch ist er sich der Mangelhaftigkeit
des Ausdrucks bewuBt und weist (fol. 5b seines General Trattuto von 1560) in einer
besonderen Notiz darauf hin, dafl die Rechnung nicht mit den dignitd (d. 1.
a,z"), sondern mit den numeri simplici (d. 1. a,) vorzunehmen sei. In den
Losungsbeispielen ist er meist genau und sagt . B. ¢l numero di quelle 6 cose.
Vielleicht liel er sich durch Cardano belehren. Ich habe nicht gesucht, bei
welchen anderen Algebraikern das terminologische Gewissen oder das bessere
Vorbild den Sieg iiber die schlechte Tradition davongetragen hat.
Arithmetische und algebraische Zeichensymbolik, die ja auch bei Tndern
und spiteren ,Arabern® in ihren Anfingen beobachtet wird, konnte _lne;
auller Betracht bleiben. Nieht minder wichtig als diese Zeichensymbolik
erscheint mir diec Wortsymbolik der ,rhetorischen Darstellungsweise, mit
der wir es hier zu tun hatten. Worte wie Vermagen, Wurzel, fudiir = Wurzeln,
agdar = Wurzeln hatten symbolischen Gebraueh und Kurs, wie es fiir uns
die Zeichen @2, z, px, p haben. Obwohl die Untersuchung der Wortsymbolik
psychologisch reizvoll und historisch aufschluBreich ist, hat man ihr hin-
sichtlich der Koeffizienten zum Teil wenig Sorgfalt zugewandt. Rosen?®)fiber-
setzte al-Hwarizmis afdar an einigen Stellen mit the coefficient of the roots

und an anderen bei derselben Bedeutung mit the roots, und der verdiente Ver-

fasser einer zweibiindigen Geschichte der mathematischen Bezeichnungen3!)
gibt (I 8. 84) in einer Probe von al-Hwarizmis rhetorischer Darstellungsweise
vertrauensvoll Rosens freie ﬁbersetzung wieder: Halve the number of the roots.
Im Original heiBt es: . . . daf du die Wurzeln (al-agdar) halbierst.

31) F. Cojori, A History of Mathematical Notations [. II. Chicago 1928--29.
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Ubersetzung®) von Aya Sofya 2457, 3.
Im Namen Gottes, des barmherzigen Erbarmers!

Mitteilung von Abul-Hasan Tabit b. Qurra.
diber die Verifizierung der Probleme der Algebra durch geometrische Bewetse_

Die Grundformen, auf die die meisten Probleme der Algebra zuriickkommen,
sind drei. Die erste Grundform ist: Vermigen (Binzahl) und Wurzeln ist
gleich Zakl. Die Art und Weise in der Auflosung hiervon durch den sechsten
Lehrsatz des zweiten Buches der Schrift Euklids ist so, wie ich (s nun) beschreibe:
Wir machen (Fig. 1) das Vermigen zu dem Quadrat abgd, machen (, daf) in bk
von den Vielfachen der Einkeit, in der die Linien gemessen werden, (ein Betrag)
gleich der gegebenen Menge der Wurzeln (enthalten ist,)33) und vollenden die Fliche
dh®). Dann ist die Wurzel offenbar ab, da das Vermdgen das Quadrat abgd 1st,
und das (nimlich die Wurzel) ¢st auf dem Gebiet der Rechnung und der Zahl
gleick dem Produkt ab mal der Einkeit, in der die Linien gemessen werden. Also
ist das Produkt ab mal der Einhert, in der die Linien gemessen werden, die Wurzel
auf seiten der Rechnung und der Zahl*®), Nun ist aber in bh von diesen Einkeiten
(ein Betrag) gleich der gegebenen Menge der Wurzeln (enthalien}, also ist das
Produkt ab mal bh gleich den Wurzeln des Problems auf dem Gebiet der Rechnung.
und der Zahl. Es ist aber das Produkt ab mal bh die Fliche dh, weil ab gleich
bd ist. Also ist die Fliche dh nach dieser Weise glesch den Wurzeln des Problems.
Also ist die ganze Flicke gh gleich dem Vermigen zusammen mit

den Wurzeln, Nun st aber das Vermiogen mit den Wurzeln 2u- ¥ “
sammen gleich einer bekamnten Zahl. Also ist die Fliche gh |
bekannt, und ste ist gleich dem Produkt ah mal ab, weil ab
gleich ag ist. Also ist das Produkt ha mal ab bekannt, und die ¥ 4
Lande bh ist bekannt, weil die Zahl threr Einheiten bekannt ist, T
So kommt also nun die Sache auf ein gegebenes geometrisches Pro- ]

blem zuriick, und zwar folgendes: Die Linie bk ist bekannt. Zu Fig. 1.
the wird ab hinzugefiigt, wobes das Produkt ha mal ab be-

kannt ist. Nun ist @m sechsten Lehrsatz des zweilen Buches der Schrift der
Elcmente bewiesen, dafi, wenn die Linie bh tm Punkie w gehilftet wird, das

32) I)as in Klammern und das in den Fullnoten Gesagte und dic Figur 2% habe ich
teils zur lrginzung, teils zur Erliuterung hinzugefiigt.

33} D. h. machen kA gleich soviel Lingeneinheiten, wie der Koeffizient des linearen
Gliedes betragt.

34) Tabit bezeichnet wie die Griechen cin Rechteck durch die Angabe zweior cinander
gegeniiberlicgender Ecken. DaB auch al-Hwiarizmi dies tut, eracheint mir beachtenswert.

35} Die Wicderholung ist vielleicht durch Hereinnahme einer Glosso in den Text ent-
standen.
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Produkt ha mal ab zusammen mit dem Quadrat von bw gleick dem Quadrat von
aw sst. Ez ist aber das Produkt ha mal ab bekannt und das Quadrat von bw
bekannt. Also ist das Quadrat von aw bekannt, also aw bekannt; und wenn von
ihm bw, das bekannt 1st, abgezogen wird, so bleibt ab als bekannt tibrig, und das
ist dic Wurzel. Und wenn wir sie mat sich selbst vervielfachen, so ist das Quadrat
abgd bekannt, d. <. das Vermdgen, und das ist das, was wir beweisen wollten.

Dieses Verfahren ist tbereinstimmend mit dem Verfahren der der Algebra®)
Beflissenen bes der Lisung dieses Problems. Dafl sie die Hilfte der Zahl der Wur-
zeln nehmen, ist ndmlich so, wie duf wir die Hilfte der Linie bh nehmen, und daff
3ie sie mit sich selbst vervielfachen, ist ebenso, wie daf wir das Quadrat der Hilfte
der Linie bh nehmen. Daf sie die Zahl zu dem, was herauskommt, hinzufiigen,
ist so, wie daf wir das Produkt ha mal ab hinzufigen, damit aus jenem allem
das Quadrat | der Summe von ab und der halben Linie (bw = §bh) 2u-
sammengebracht werde. Daf sie die Wurzel von dem Herauskommenden nehmen,
ist so, wie daf wir sagen: dic Summe von ab und der halben Linie ist bekannt,
wenn thr Quadrat bekannt 1s7). Daf sie davon [die halbe Zahl der Wurzeln ab-
wiechen, so daf ihnen der Rest herauskommi, und das ist die Wurzel, ist so, wie
dap wir die Hilfte von bk (oder: den Betrag der Linie bw) abziehen™®)], damit
der Rest herauskomme, wie uns ab herauskam. Ste vervielfachten ihn mit sich
selbst, und so bestimmien sie das Vermogen, wie wir aus ab sein Quadrat, und
das ist das Vermogen, bestimmien.

Die zweite Grundform. Sie (lautet): Vermégen (Einzahly und Zahl ist
gleich Wurzeln. Die Art und Weise in der Auflosung hiervon nach dem zweiten
Buch der Schrift Buklids durch den fiinften Lehrsatz ist so, wie ich (es nun)
beschreibe: Wir machen (Fig. 2) das Vermigen zum Quadrat abgd und machen
{, daB) in ah von den Vielfachen der Einheit, in der die Linien gemessen werden,
(esn Betrag) gleich der gegebenen Menge der Wurzeln (enthalten ist). Dann ist
offenbar ak linger als ab, da®®) die Wurzeln, die auf dem Gebiet der Rechnung
das Produkt ga mal ah sind, grofer sind als das Vermigen. Wir vollenden die
Fliche gh und beweisen, wie gesagt wurde, daf sie gleich den Wurzeln nach der
Weise der Rechnung ist. Und wenn von ihr by, d. 1. das Vermigen, abgezogen
wird, bleibt dh gleich der Zahl abrig. Also ist db bekannt, und es ist gleich dem
Produkt ab mal bh, und die Linie ak ist (auch) bekannt. So ist also nun die

36) Die Handschrift hat Fagdr Wurzel statt Fabr Algebra.

37) Mendschrift: wenn sie ein bekanntes Quadrat ist. Doch entsteht dieser Fehler im
Arabischen durch die Anderung eines einzigen Buchstaben.

38) Die in [ 1 eingeschlossene Stella ist die Ubersetzung meiner Wiederherstellung des
verderbten Textes.

39) Die Handschrift hat g4 wenn statt if da.

208

Tabit b. Qurra iiber den geometrischen Riohtigkeitsnachweis usw. 107
Sache darauf herausgekommen, daf dic ¢ ¢ 4 '
Lanie ak bekannt ist (und) in b so geteilt
wird, daf das Produkt | ab mal bk be- 40b
kannt ist. Nun st im finften Lehrsatz 4 b
des wweiten Buches der Schrift BEuklids +# +a
bewiesen, dafl, wenn ah in w gehilfte p, &
wird, das Produkt ab®} mal bh zusammen
mat dem Quadrat von bw gleich dem Qua-
drat von aw ist. Es tst aber gw bekannt, n A
und sein Quadrat ist bekannt, und das i
Produkt ab mal bh ist bekannt. Also Fig. 2. Fig. 2%
bleibt das Quadrat von bw ols bekannt
sibrig, also ist but) bekannt, und wenn es(Fig. 2) von aw abgezogen oder (Fig, 2*)
2u thin hinzugefigt wird, kommt ab als bekannt heraus, und das ist die Wurzel.
Und wenn wir sie mit sich selbst vervielfilligen, so 1st abgd bekannt, d. <. das
Vermagen, und das ist das, was wir beweisen wollten.

Auch dieses Verfahren ist stbereinstimmend mit dem Verfahren der Algebra-
lewte bet der Rechnung dieses Problems. Deshalb lafit dieses nach allen beiden
Verfahrungsweisen die Anwendung der Hinzufdigung und (die der} Abzehung
kinsichtlich der Linie wb 2u.

Die dritte Grundform. Sie (lautet}: Zahl und Wurzeln ist gleich Ver-
migen. Die Art und Weise in der Auflisung hiervon durch den sechsten Lehrsatz
des zweiten Buches der Schrift Euklids ist so, wie ich (es nun) beschreibe: Wir
machen (Fig. 3) das Vermigen zu dem Quadrat abgd, machen (, daf} in ah von
den der Einheit, in der die Linien gemessen werden, gleichen (Groflen) (ein
Betrag) gleich der Menge der Wurzeln (enthalten) dist. Dieser ist nolwendig
bekannt und kleiner als ab, weil die Wurzeln, die nack der a
Weise der Rechnung das Produkt ga mal ah sind, kleiner d
als das Vermégen sind, | und vollenden die Fliche gh. 1" 41a

Dann ist die Fliche gh gleich den Wurzeln, und es bleibt 4

die Fliche hd gleich der Zahl dibrig und ist somit bekannt.
Sie ist aber das Produkt ab mal hb. So ist also nun die

Sache darauf herausgekommen, daf die Linie ah bekannt ¢ b

ist und zu thr hb so hinzugefigt wird, daf das Produkt ab Fig. 3.

mal bh bekannt ist. Nun ist sm sechsten Lehrsatz des

zweiten Buches der Schrift Euklids bewiesen, dafl, wenn ah in w gehdlftet
wird, das Produkt ab mal bk (zusawmmen mit dem Quadrat von hw gleich dem

40) Die Handschrift hat ah, 41} bDie Handsehrift hat bd.
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Quadrat von wh ist. Ks ist aber das Produkt ab mal bk) bekannt, und das
Quadrat von hw ist bekannt, Also ist das Quadral von wh bekannt, also die
Linie wh bekannt. Auch die Linie wa ist bekannt, da®®) sie die Hilfte des
bekannten ah 1s1%%), Also ist wh bekannt und aw bekannt, also das ganze ab
bekaint, d. 1. die Wurzel, und wenn wir smie mit sich selbst vervielfachen, ist
das Quadrat abgd bekannt, d. <. das Vermdgen. Das 1st das, was wir beweisen;
wollten, und {es ist) der Weg dieses Problems, dessen Ziel in der Ubereinstim-
mung des Verfakrens seiner Lisung durch.die Geomelrie mit dem Verfakren seiner
Losung durch die Algebra besteht.

Es endet {die Mittetlung), und Gott ist der Spender der Gnade.

Aya Sofya 2457, 3.

Uber die Sammelhandschrift AS 2457 vergleiche man die Beschreibung
durch M. Plessner®). Der hier wiedergegebene Teil 2457, 3, 39a—41la ist
nach M. Krause'®) im Jahre 863 der Flucht, d. i. 14568—59 n. Chr. geschrieben.
Die Schrift ist ein schén lesbares punktiertes Nashi. Die von mir tiberstrichenen
Teile erscheinen in meiner Photographie schwach und diirften in der Hs.
rot geschrieben sein. Kinzelne Stellen, so die 1111—2 angerichtete Verwirrung
und das mehrmals rot geschriebene Textwodrtchen 4, das mit der gerade
vorher genannten Strecke & verwechselt wurde, zeigen, dafll der Schreiber
vom Inhalt nichts verstand, Dies beweisen auch die Figuren, die ich hier in
geometrischer Ahnlichlkeit mit der Handschrift wiedergebe.

Die in runde Klammern eingeschlossenen Worte habe ich ergianzt. Die
vermutlich rot geschriebenen und anfangs aullerdem iiberstrichenen Buch-
staben fiir die Punkte, Strecken und Rechtecke sind, wo ich nichts anderes
vermerkt habe, verbunden geschrieben, also z. B. a£l, wofiir ich ;::i
sehreibe.

Beigefigt ist die von derselben Hand geschriehene Seite 416, die Plessner
und Krause irrtiimlich noch zu der Abhandlung Tabits rechnen, Diesen
Text vergleiche man mit der Randbemerkung zu Codex Leidensis 399, 1 Pars],
Kopenhagen 1893, 8. 6 ¥ulinote 2. Zum Inhalt siche Tropfke®) IV, 3. Aufl.
8.50. Mit Ya'qub b. Ishaq diirfte al-Kind1 gemeint sein.

42) Die Handschrift het: wenn diz Hdlfte von ah bekannt sst.
43) M. Plessner, Beitr. 2. isl. Literaturg. Islamica 4, 1931, 8. 526—527.
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Ubersetzung von fol. 415.

Von Ya'qith b. Ishaq uber die Ubersetzung der Hinleitung der Schrift Euklils.
Die Griinde, von denen her die Wissenschaft ist (die Prinzipien, von denen die
Wissenschaft ausgeht 1), und durch deren Kenntnis das Gewufte umgrenzt wird,
sind die Aussage (modrasis), das Beispiel (Beeais), das Widerspre-
chende (els @dtvarov dmaywyi)), die Uberlequny (nataoxevy)}, die Unter-
scheidung (Siopiapds), der Beweis (Gnddeiks) undder Schluf (ovpmépacua).
Die Aussage ist der zur Aufzeigung des Begehrens vor der Erkldrung vor-
aufgeschickte bejahende oder verneinende Ausspruch. Das Bei sprel dst der
Entwurf der Gestalten der Figuren (oder: der Entwurf der Figuren der Lelir-
sdtze), diber die die dussage gemacht ist und durch die zu der Bedeutuny der Aus-
suge hingefihrt wird. Das Widersprechende ist die Wendung der Aussege
von threr Seite zu dem, was hinsichtlich der Setzung (wicht) miglich ist. Die
Uberlequng ist die Ordnung des Vorgebrachten hinsichtlich der Ableistuny
des Beweises der Aussage. Die Unterscheidung ist die Seheidung zwischen
der miglicken und der unméglichen Aussage. Der Beweis ist das Zeugnis dber
die Vertfikation der Aussage, sei diese bejahend oder verneinend. Der Schlu 14
wst das Ziel, dessen Kenntnis man sich vorgesetzt hatte, {und) dessentwegen alles
vorausgeschickt wurde, was wir entworfen hatten. Ende.

Nachtrag zu Seite 96.

Als Zeit der Sammlung und Redaktion der Lehrbriefe der , Treuen
Freunde* pflegt man die Mitte des 10. Jahrhunderts anzusetzen. Zitate in
den Lehrbriefen sind der Literatur des 8. und 9. Jahrhunderts entlehnt (vl
T. J.de Boer, Tékwin al-Safa’. Fnzykl. d. Islam 11, 5. 489—4490), s kénnte
also auch der in einer Abschnittsiiberschrift des ersten Lehrbriefs vorkoi-
mende Ausdruck ,,die Algebraiker und die Geometer* auf das neunte Jahy-
hundert zuriickweisen, in welchern Tabit b. Quira diese beiden Arten von
Mathematikern cinander gegeniiberstellte.

Tabits Schriftchen kiénnte dadurch veranlaBt sein, daB ihm die Zuriick-
filrbarkeit auf Kuklid IT bis dahin unzulinglich behandelt erschien. Er
sagt: Die dArt und Weise in der duflosung hiervon durch den sechsten Lehr-
satz des zweiten Buches der Schrift Euklids ist so, wie ich {es nun) beschretbe,
Die Fassung dieses Satzes und der entsprechenden Sitze an der Spitze der
Beliandlung der beiden anderen Fille kann fitr die Auffassung sprechen,
dall die Zuriickfithrbarkeit cine von den Mathematikern erdrterte Ange-
legenheit war,
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BTy e pient of o Bl 4l eyl QS e A5 DA G ol ST
p-lv;d_m =Y GO oy s o Erdtose o p) oo g ol oo

Pl ol il OF7 B b [y iy gl oy b e oy i _ Verzeichnis der Fachausdriicke.
9 3y SALt ny pdae O pradd ppdan Sl ppden cnd o pdal At 8 ool
) . . ) . A Jsi die Hillte einer Zahl 110 20, einer Strecke 111 20, das Quadrat einer Strecke 11039
3 % L’Jl L d’l‘j’J Jult g ) L gl ”-“'r" & O 3 "‘":"v-"" : nehmen, bilden, die Wurzel aus einer Zahl ausziehen 110 g3.
Lol 3ob Gdtee 3 Wks 1 B ode Jupwy oz O 3 el pl. Jpel Grundform = reduzierte Form einer quadratischen Gleichung 110 5. i
) ] 111317 Jse¥t Lzt die Schrift der Elemente (Zrotyeia) von Euklid 110 1.
J"L\’ bl Gy b Loty : oisp phoinal,y Bewedis 110 3.

o - S s AI_HJ r: ' i dibrig bleiben nach der Abtragung einer Streclke 110 18; 111 9, nach der Subtraktion

eines Quadrats 111 13, 21; 3LV das Ubrighblesbende, der Rest einer Zahlensub-
traktion 111 2.

A Kategorie, Gebiet: {2aalls) MA-Li L4y 3 auf dem Qebiet der Rechnung (und der Zahkl)
im Gegensatz zum geometrischen Verfahren 1108 10; 111 6, vgl e und Celda.

41b Al L 3555, A Sl B iyl oS i R Gt o e

10 _,f-u al rui} Olmyly Jeadlly M, L-fﬂ-&lg ‘-J\ilb _;:LI s r_rl-*n—{ LL% \*‘6:-.’.)'*"..’ : v zeigen, beweisen 11019; 1117, 15; 112 6. ;45 ¢s wnrde, es ist bewiesen 110 15; 111 11, 20.
13 o diall Vely el L3 3t )LGJ-,\} rl_;ll g:,_}’L__,_,_H 4l n_.,.;'_)ll J}a“ o) ol cas IEE 6, ol Gl owd 110 7 und o fst offenbar, dafl.
- = Algebra 1103, 4 (. 19y; P11 155 112 7,
S S oo b i ead Ll ULy LU s Joadl Lee ot JUCat :
- b dl e ‘-"J-‘“ “"ﬂ_ 2 J-L J‘c ILGI ! f'__ sia Wurzel == Quadratwurzel 11023 L3> Wurzel = x == erste DPotenz der Un-
S A o 06,06 1 G, J._,l'.l Slay bk g J)ill asiy ye RV Cf”” 4 bekannten einer quadratischen Gleichung 110 7. 9, 15; 111 14; 112 4. Daber Lsds
R . . ) —_— | Wurzeln == lineares (licd einer guadratischen Gleichung, z. B. 1104, 7. 10, 12, 12.
Al by Whe ) At 0 Lo e A Guad o Rnd ] g Dl 1 G S ety '_ k! dasselbe 110205 111 6.8, Vgl sse und 550.
i‘: ol K S PR f:G Al o W) Adpas 5 gl ol ] gzt aet eine Summe wird susammengebracht 110 28, ae Lo was beim Quadrieren
& einer Zahl herauskommt 110 22, azms Ergebnis ciner Addition, Summe 11023, ¢ pumes
. . ) ) . . ; Summe einer Strecke mit (s} einer Strecke 1102223, 331, JW CE""; dog Ver-
2. grms pohaa] pns aghea = 3] 0= 4 e pll] beglan SA4] it — 12, ] : mdyen mit den Wurzeln zusammen 110 12,
soeall — wiga] oder A2 Sl Rechnung 1108 9.10; 111 7.8, 20, rechuerische Lésung 111 1.

Joa herauskommen bei der Subtraktion von Zahlen 111131, von Strecken Hilz 2 1,
bel der Addition von Strecken 111 11, &V Je _a¥i jea= die Sacke lduft darauf
kinaus, daf 111 10, 22,

Ls pl. b,ks Linde = Strecke z B. 1106 8. 9. 13, 11 16, 8. a. L0,

bl el ade de auf die Weise der Rechnung 111 s, 16, 20, vgl. o4 und g

& Quadrat als geemetrische Figur u, B. 110 6, 7. 16. 17. 17, 17. 18,

- zurickkommen, hinauslaufen, reduziert werden kénnen auf (41) 110 4. 14

515 (i) cine Strecke zu { e, aber 111 22 3) einer anderen hinzufigen 11014; 111 14, das
Produkt zweier Strecken 110 22, c¢ine Zahl 110 21, zu {j}e} eciner anderen hin-
zufiigen, addieren.

U pl. pes Problem =, B. 110 5. 4. 10

Joee Weg, Lisungsverfakren eines Problems 112 ¢

Fliche, fiir ein Rechteck gebraucht z. B. 110 7. 12 1. Cfa,... Flicke, ebenso ge-
braucht 110 11.
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s Weg, Verfakren 110 19.19; 111 15 133

s mit J gleteh z. B, 110100 11

i Lehrsatz, Theorem z. B. 110 5. 1.

v Richtigheitsnachiwels, Vertfikation 110 3.
wing pl. Glast Vielfache 1106; 111 5.

;:.; vervielfachen, multiplizieren eine Zahl mit (i) sich selbst 11021; 1113, eine
Strecke mit { &) sich selbat zur Darstellung des Quadrats ihrer Mafzahlen 11018

._,_,; Produkt einer Strecke mit { 3} der Léngeneinheit 1108 8-.9; Produkt einer
Strecke mit {4} einer Strecke zur Darstellung des Produkts ihrer Mafizablen z. B.
110 10. 11. 18. 18, 15. 16. 17,

ik Verfahren, Methode einer Losung 1126 7.

e Jyb1 eine Strecke ist linger als 11le.

sde Zahl, im Gegensatz zu geometrischen Gebilden 110 . 10; Anzahl 110 14; Zakl
== absolutes Glied in der quadratischen Gleichung =z, B. 110 5 21; 111 4.9
pylas 33 bekannie Zahl == abgolutes Glied in der guadratischen Gleichung 11019;
S ¥ sse die Zakl der Wurzeln = Koeffizient des lincaren Gliedes einer quadra-

tischen Gleichung 11020; E11 1. 330 Anzahl, Henge, Quantitidt 1106; 131 6. sili 5is

110 10 und Liisdt sae 111 10 die Menge der Wurzeln = Koeffizient des linearen
Gliedes einer quadratischen Gleichung.

Jue gleich sein: Jow ist gleich (==) in einer Bestimmungsgleichung 1106; 111 4.17,

oo oot die Wurzeln (px) sind grofer als 111 4.

#slas Bekamnt z. B. 110 13. 13, 14, 14, 17. 17. 17.18. 18, 18 5. 8. sJe.

S gegeben 110710145 111 6.

L35 messen: b shili a4 Lkid gl syt die Eins, durch die die Linden gemessen werden
= die Finheitsstrecke, die Langeneinheit 11046 8.9; 1115 19, ,lsi. DBefrag einer
Strecke 111 2. .

3 eine Strecke in (ls) einem Punkte teilen 111 10. (nhay (.5 cine Strecke in (e}
einem Punkte Rdlften 11016; 11112; 1121,

o+ bl eine Strecke ist kiirzer, kleiner als 111 19.

o~ Jit ein Produkt (Rechteck) ist Aleiner als 111 20.

Ja plo St m. Gen. Qleiches, Gleichwert, z. B, iaall . Gleichwers der Menge, d. h.
ein der Menge gleicher Wert 1108, =i ja ol ab ist gleich ag 110 13, <o oLy,
wir vervielfuchen sie (die Wurzel) mit sich selbst 110 18,

Ju Vermdgen = Quadrat der Unbekannten in einer quadratischen Gleichung z. B.
Ho4v 67

mit, zusammen mef, d. h. plus 110 12; 111 2,

s Hélfte einer Zahl 110 20, einer Strecke z. B. 11021, S. a. i

it eine Strecke von () einer anderen abzichen, ablragen 110 17; 111 2. 14. 15, ¢in Qua-
drat von {;+) einem Rechteck 111 8, eine Zahl von () einer anderen abziehen 111 1.

ibs Punkt 11016

eas Geomelrie 11249, goaia geomelrisch 110 3. 54,

iger sda'ly Gl l Age Je auf Seiten der Rechnung und der Zahl 1100, Vgl b und
e S

doby pl. el Eins, Binheit 1106.9.9.14; 111 5. 19, vgl. L.
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