30 Abhandlungen.

Verzieht auf jede rein optische Festlegung der Lichteinheit soll als Einheit der Licht-
strom gelten, der in irgendeiner ndher zu kennzeichnenden Hehtelektrischen ., Normal-
apparatur* die elektrische Leistung von 1 Watt erzeugt; das ist das sogenannte , Licht-
watt®,

Dic angedeuteten Gedankengiinge sind natiirlich nicht fiir die Unterstufe bei Be-
sprechung des Photometers geeignet. Sie lassen sich aber recht fruchtbringend in den
Schiileriibungen oder im zusammenfassenden Endunterricht in O verwenden. Die Ver-
suche selbst sind so einfach, daB man sie unbedenklich von Primanern ausfithren lassen
kann,

Auf wieviel verschiedene Arten lifit sich ein Geldbetrag in kleiner
Miinze ohne und mit Benutzung des Vierpfennigstiicks auszahlen?
Von Pavr Luckevy in Marburg.

Vor dem Kriege wurde in dieser Zeitschrift (XV1, 1910, 8. 90, XVII, 1911, 8. 31}
die Preisfrage gestellt und gelost: ,, Auf wie viele verschiedene Arten &8t sich ein Taler
in deutschem Gelde wechsein 1°° Inzwischen ist das Talerwechseln eine seltenere Be-
schaftigung geworden, und nach Zeiten der runden Zablungen kommt der Pfennig
wieder zu Ehren. Um einen gewissen Begriff vom Nutzen der Einfithrung des Vier-
plennigstiicks zu bekommen, fragen wir: Auf wieviel verschiedene Arten laBit sich der
Betrag von n Pfg in roter und gelber Miinze ohne und mit Benutzung des Vierpfennig-
stiicks auszahlen 1) Die Zahlentafel gibt die Antwort fiir n == 1 his n == 30. Es lassen
sich danach z. BB. 28 Pfg ohne das Vierpfennigstiick auf 82 Arten, mit ihm anf 231 Arten
auszahlien.

n 12 3 4 5 6"5778’9&0 11 1213 /14 15

f,2,510;m)] 102 2 3 efs el 7 s 1)1z 150 18] 19 22
£(1,2,4,500;m)f 1 12 2 4 5|7 8 1113 18|20 26 20|37 42

n 16 117 18119 120 121 22 23 (24 2526 27 28 2030

£(1,2,5 10;n) |25 28 |31 |34 |40 | 43| 49 52| 58 64| 70) 76| s21 ss 98
£(1,2,4,5,10;n)] 51 57 68 | 76 [ 91 [100[117 128|149 164]187 204 231 252 285

Mit f (8, 8y, ..., ak; n) bezeichnen wir die Anzahl der verschiedenen Aus-
zahlungsmoglichkeiten von n Pfg bei Verwendung von Miinzen zu a, Pig, a, Pig, ...,
ak Pfg. Diese Funktion f ist nichts anderes als die Anzahl der nicht negativen ganz-
zahligen Loésungen der diopbhantischen Gleichung

ayx; +8;X; + ... + 8k Xk = N,

Zahlungen, bei denen der Empftinger etwas herausgibt, lassen wir also auBBer Betracht.

Es gilt die Formel
(1) f{a, ..., 8k 8c+1:n0) =f(a,, ..., 8;n) +{(a, ... a8, 85 +1; 0 —ak+1).
Denn die Auszahlungen von n Pfg in Miinzen zu a; Pfg, ..., ax +1 Pfg enthalten zum
Teil keine Miinze zu ag+ 1 Pifg — das gibt f (a,, ..., ax; n} Moglichkeiten. Zum
anderen Teil enthalten sie mindestens eine Miinze zu ak.. 1 Pig dann sind die
iibrigen (n — ag + 1) Pfg noch auf f (a,, ..., 8k, 8k + 1; 1 — ax 1) verschiedene Arten
auszehibar.

Die Formel (1) gilt zuniichst nur fiir n > ax 4 1. Sie gilt aber fiir jedes ganzzahlige n,
wenn wir festsetzen, daB die Funktion f fiir n = 0 den Wert 1 und fiir negative n==—m
den Wert 0 erhils.

Da man einen Betrag nur auf eine Art in Hinpfennigstiicken auszahlen kann,
soist f (1; n) == 1 fiir alle positiven Werte von n. Nach der Festsetzung ist ferner § {1; 0)

= 1und £ {1; — m) == 0. Damit ist die Tafel fir { (1; n) aufgestellt.” Gehen wir nun zu
f (1,'2; n) iiber, so kennen wir nach der Festsetzung schon £ {1,2; —m) = Qund £{1,2; 0
== 1. Die Werte der Funktion f (1, 2;n) fiir n == 1, 2, ... kémnen wir dann nacheinander
mit Hilfe der Formel (1) berechnen. Auf demselben Wege finden wir hierauf nach-

1) Natiirlich sind fiir die Stiickelung der Scheidemiinze mancherlei Gesichtspunkte
mafigebend. Ferner spielt die Wahrscheinlichkeit der Auszahlbarkeit einer Summe
dureh vorgeschriebene Mimnzsorten eine Rolle. Diese Wahrseheinlichkeit hingt von den
in Umlauf befindlichen Mengen der einzelnen Sorten ab. Da bei grofleren Betrigen die
Zahlungen mit allzuvielen Geldstiicken seltener sind, kann man auch fragen: Auf wieviel
Arten sind n Pfg durch héchstens i Geldstiicke auszahlbar ¢
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cinander die Werte von f (1, 2, 4; n), f {1,2,5;n), (1,2, 4, 5;n) und sechliellich
dic Werte der obigen Zahlentafel. Schablonen mit Fenstern fiir die drei Zahlen der
Formel {1) erleichtern die schrittweise Niederschrift dieser Tabellen. )

Die Darstellung der Funktionen f durch geschlossene Ausdriieke ist ein
Problem der partitio numerorum, das im allgemeinen tiefer gehende mathematische
Hiltsmittel erfordert (Literatur bei L, B, Dicrson, History of the Theory of Numbers,
Vol. I1, Chapt. 3, Washington 1920; dazu: W. KapreyN, Amst. Ak, Versl, Nat. Afd. 2&
11920], 480—487). DaB aber in Sonderfillen elementare Lésungen moglich sind, sollen
die folgenden Beispicle zeigen.

Soll man eine gerade Zahl n Pfg in Ein- und Zweipfennigstiicken auszahlen,
50 enthalt die Auszahlang entweder gar kein Zweipfennigstitck, oder eines, oder zwei,

- «» oder hdchstens L n Zweipfennigstiicke?!). Das sind Fi{n + 2) Auszahlungsméglich-

keiten. Fiir ungerades n erhidlt man entsprechend ‘13 (n + 1) Auszahlungsarten. Beide
Falle fassen wir zusammen in der fiir jedes nicht negative n gitltigen Formel
2) f(L 250) =} 2n +3) +L(—1)m

Auf Grund derselben Uberlegung finden wir fiir jedes durch 5 teilbare nicht
negative n =5 v
{3) £(5,10;5v) = 2@y 43 (=1

Man kann schreiben

n == 10mn,, + 1y,

W Iy, die Einerziffer von n ist und n,, die Zahl, die sichtbar bleibt, wenn man die Einer-
ziffer verdeckt.

Es sel zuniichst ry, eine der Zahlen 5, 6, 7, 8, 9. Dann ist
(4) £(1,2,5,105n) = £(5,10;0) - £(1,2;n) +£(5,10;5) - £ (1, 2;n — 5)

+ (5,105 10) - £ (L, 25 0 — 10} + £ (5, 10; 15) - £ (1, 2; n — 15)
= £(5,10; 10mn,) - £(1,2:n — 10 Nyl
+1(5,10;10ny,, + 5} - £(1,2;n — 10n,, — 5).

Denn es stellt z, B. der vierte Summand die Anzahl aller Auszahlungen von n Pfg dar,
bei denen 15 Pfg in Fiinf- und Zehnpfennigstiicken und die {ibrigen (n — 15) Pig in
Ein: und Zweipfennigstiicken ausgezahlt werden. Jede Auszahlung von 15 Pfg in gelber
Miinze ist mit jeder Auszahlung von (n — 15) Pig in roter Minze zu kombinieren ;
daher das Malzeichen. Statt (4) schreiben wir kiirzer

nIfl
£(1. 2,5, 10;n) = X [f (5, 10; 101) - £ (I, 2; n — 10 i)
i=0

+£(5,10;101 +5) - £(1,2;n — 101 — 3)].

Setzt man hier die Werte der Funktionen f nach (2} vnd (3) ein und rechnet aus, so er-
gibt sich

Ty Ty Rya
f(L,2,5,10;n) =51 +1) (0—~101-1) = —10 i + (n—11) - 31 + {(n—1){n,,+ 1}
1= o 0
Nun wendet man die Summenformeln fiir die ersten und die zweiten Potenzen der
natiirlichen Zahlen an, ersetzt n durch 10 Ny, + ry und findet schlieBlich
£(1,2,5.10; n) = Lingg + 1) (ny, +2) (10 Ny + 31y —3).

Ist ry, eine der Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, so gilt dieselbe Ableitung mit der Abanderung,
daB man das zuviel hinzugefiigte letzte (ilied von (4) wieder abzichen mufB. Die Aus-
rechnung ergibt fiir dieses Glied den Wert Tl 1) [2r —T — (— 1)), Somit
gilt fiir belicbige nicht negative ganzzahlige Werte von n die Formel
{3) £(1,2,5,10:m) == L (nyy + 1)} (0, + 2) (1004, + 31y —38) + 2z {n;, + 1),

wobel z = 2 fiir vy, = 0
z =1 fiir r)y == 1 und Iy == 2
z = 0 fir die 7 iibrigen Werte von Tyg:

Beispiel: Flirn == 22 ist n,, = 2, Iy == 2, 7 = 1, also { (1, 2, 5, 10; 22) =49,
wie es auch die Zahlentafel anzeigt.

Ieh gebe drei weitere derartige Formeln an, deren Beweis dem Leger iiberlassen sei,

1. Ist r; der kleinste nicht negative Rest der Teilung von n durch &, so gilt
{6) £(1,2,5;n) = "2']{)' [{n 4 )% e (25— 1)%] + 3.

!} Eine wiederholte Anwendung der Formel {1)I8uft auf dieselbe Uherlegung hinaus.
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Bei Anwendung dieser Formel auf gegebene Zahlenwerte von n braucht man das Glied
§ = LE(— 1) + (— 1,

das seinem absoluten Werte nach kleiner als _13 ist, gar nicht auszurechnen, wenn man
festsetzt, daBl der Wert des vorhergehenden Ausdrucks, falls er keine ganze Zehl ist,
auf die nachstliegende ganze Zahl auf- oder abzurunden ist.

2. Ist r, der kleinste nicht negative Rest der Teilung von n durch 4, so gilt
(7 £(1,2,450) = L (01, +4) [0 + 1, =3+ (— 1),

3. Lst endlich n,, die ganze Zabl, welche angibt, wie oft 20 in n enthalten ist
{es darf ein Rest da sein), und n, die entsprechende Zahl fiir die Teilung von n
durch 4, so gilt fiir jedes nicht negative ganze n
(8) £(1,2,4,5;n) = 35 (ng + 1) [16n, 2my + 1) + 24n,(ry +4) -+ 6(rg + 43y

+ 18 - {— 1] — 2 ngy T xe

wo wiederum -+ ¢ nur dazu dient, den Wert des vorhergehenden Ausdrucks auf die
nichstliegende ganze Zahl auf- oder abzurunden.

Unser Problem aus dem Zahlungsverkehr des Bickerladens ist auf andere Gebiete,
z. B. auf die Stiickelung der Briefmarken, iibertragbar.

Zur g&lt_llref;)rm

Die ,,Anordnung® im Biologieunterricht.
Von Iso Ricuarp, Nirnberg.

Seit Junge spielt der Kampf um das Anerdnungsprinzip eine bedeutsame Rolle.
In der Tat ist die Form der Aufreibung des Stoffes immer ein charakteristisches Zeichen
fiir das Vorwiegen eines bestimmten methodischen Gedankens. Als die Systematik im
Mittelpunkt der Wissensehaft stand, da war such die Anordnung nach systematischen
Gesichtspunkten die Folge. Die Alten schritten ganz systematisch vor vom Urtier zum
Affen); spiter wurde der Weg umgekehrt beschritten.

Durch Herausstellen bestimmter T'ypen als Vertreter einer gréBeren Gruppe,
etwa der Shugetiere, Vigel, kam schon ein gewisser psychologischer Zug in die Unter-
richtspraxis. Hier stockte die geradlinige Entwicklung. Die systematische Ordnung blieb,
obgleich das System in den Hintergrund tras, wahrscheinlich, weil man durch diese dog-
matische Darbietung des Systems auch systematische Kenntnisse zu vermitteln glaubte.
Man kehrte nun zu den Anregungen des groBen Methodikers Junge zurlick und ver-
wendete die Idee der Lebensgemeinsehaft als Anordnungsprinzip aufs neue. Wieder
waren es die Volksschule und ihre Vertreter, die vorangingen und die Gedanken der
Lebensgemeinschaft zu einem brauchbaren, fiihrenden padagogischen Hilfsmittel ge-
stalteten. Nun strebt aber der Biologieunterricht an den hoéheren Schulen teilweise
andere Ziele an als die Volksschule, so dafl auch die Wege auseinander gehen. In der
Volksschule ist der gesamte Unterricht in einer Hand vereinigt. In den hoheren Schulen
herrscht der Fachunterricht vor, dessen Hauptziel wissenschaftliche Vertiefung ist.
Die Anordnung nach dem Prinzip der Lebensgemeinschaft fithrt aber immer zu einer
gowissen Verflachung, da der eingehende Vergleich der verschiedenen Typen unmaéglich
ist. Von Methodikern wie SCHOENICHEN 2), SCHAFFER ? und MULLER 4) sind vor Jahren
schon grundsitzliche Bedenken gegen die Verwendung dieser Anordnung gefulert
worden. Trotzdem hat diese Form der Stoffaufreihung im biologischen Unterricht
manche Freunde gewonnen.

In der Tat hat dieses Verfahren auf den ersten Blick etwas {iberaus Bestechendes,
Erst das eingehende Studium zeigt, dafl den psychologisehen Vorteilen schwere Nachteile
gegeniiberstohen, Alle Erlebnisse der Jugend in der Natur, alle Beobachtungen an Ob-
jekten geschehen innerhalb von Lebensgemeinschaften, unter dem EinfluBl dieser Be-
ziechungen. So ist depn auch verstdndiich, daB man die Natur,.geschichte® in der Schule
in dieser Form wieder erstehen lassen will. Zur Naturgeschichte der Haustiere gehort
auch die Betrachtung der Bandwiirmer, auch die der sie befallenden Insekfen usw.
Soll aber diese Besprechung zur Vergleichung aller Formen, zur Schaffung ven morpho-
logischen und systematischen Kenntnissen fithren, so wird diese Anordmung bald ver-
sagen, da zu verschiedene Typen nur einen oberflichlichen Vergleich erlauben. Scheidet
man diese Typen und ordnet ihre Vertreter nach Gkologischem Prinzip, dann fallen

1y Jahresbericht der Kreisrealschule, Niirnberg 1878.
2} Methodik des naturgesch. Unterrichts von W. ScuoEnicHeN, Aufl. Leipzig 1926,
3} Ubl. Nr. 7, 1928, 4} Nat. Monatsh. Nr. 3, 1928,




