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JE X°AT 'APPUL QUEN DIEDL. RN LUL F'AT PLACE MOX DEVOUMENT.

— DT —

Lonange & Dien qui en créant des vérités infinies mul-
tipliele bien. C'est Tni qui & déposé des secrets sublimes en des
choses subtiles (1)-— Je Le loue pour la révélation de
Pinconnu et la permutation de la difficults en fucilits et
jinvoque les bénédictions sur Son Prophate de launte mné-
moire et sur les membres de Sa famille, les vertueux, les
pieux.

J’avais composé, il y a quelques années, un traité com-
prenant toute la discussion de la fignre connue sous le
nom de quadrilatére complet (2) avec les démonstrations,
ct j'y avais annexé ce qui en tient liew (3) et s’y rapporte.
Mais comme ce traité avait été éerit en Persan et que
quelques amis qui s'intéressent & la science (4) ont de-
mandé qu'il fat traduit en Arabe, je me suis rendu & leur
désir et aprés en avoir supprimé quelques parties qui ne
présentaient rien (essentiel, je me mis & I'wuvre en implorant
le secours du Tres-FHaut le meilleur des anxiliairves.

-
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e Traité est divisé en cing livres chacun desquels com-
prend plusieurs propositions et chapitres ainsi qu'il suit:

Iavre I. Des rapports composés et de leurs régles en
quatorze propositions,

Livre IL. De la figure du quadrilatére plan et des rap-
ports qu'ony trouve en onze chapitres.

Iwre IIL Introduction & la théorie dn quadrilatére sphe-
rique et de ce yni complete I'utilité qu'on peut retirer de
cette figure, en trois chapitres.

TLwre IV. Du quadrilatére sphérique et des rapports,
gqu'on y trouve, en cinq chapitres.

Livre V. Exposé des procédés qui tiennent lien de la
théorie dun quadrilatére, pour ce qui est de la connaissance
des arcs de grands cercles, en sept chapitres.
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REGLE GENERALE.

De méme que pour donner exactement la mesure de la
quantité discontinue on fait usage de certaines propriétés
essentielles & la grandeur continue, telle que la divisibilité
& linfini, de méme aussi dans Ja mesure de la gran-
deur continue on fait intervenir certaines propriétés essen-
tielles & la quantité discontinue. Telle est la supposition
d’apres laquelle la grandeur continue se compose d'unités
discrétes ou discontinues que l'on imagine afin de parve-
nir & Ja mesure de la grandeur continue. L'examen de ce
que Vune de ces deux études emprunte i lautre ne rentre
pas dans notre sujet.

AVERTISSEMENT

Sur ce gue ’on doit entendre par composition et par
décomposition de rapports.

On lit au début du Livre VI des Eléments d’Euclide
que Yon dit d’un rapport qu’il est composs d'autres rap-
ports quand les quotités de ces rapports étant répétées les
unes par les autres, il résulte un certain rapport; et l'on
dit des rapports qu'ils sont décomposés en d’autres rap-
ports, quand ces rapports sont partagés les uns par les
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wtres de maméle z\ former certams a.utxes 1app01t% (5)
Ayant ainsi posé ces rgles, je dis maintenant que:

PROPOSITION PREMIERE.

Etant données trois quantités iomogenes, le rapport d’une
quelconque de ces trois quantités a4 une seconde est com-
posé du rapport de la premidre & la troisieme et de ce-
lui de cette troisitme a la seconde.

Soient trois quantités homogenes A, B, C, je dis que

S =X A=A T B=DXE, ete. (6).

Il suffira de démontrer I'exactitude du premier de ces rap-
ports pour conclure & I'exactitude de tous les autres.

Démonstration. Supposons qu'une unité mesure ces quantités
et que cette umité
mesure 1) comme A mesure C; (c. a. d. faisons =% efc.)
mesure I' comme C mesure B:
mesure H comme A mesure 13;
D sera alors la quantité du rapport 2;
I sera alors la quantité du.rapport &
H sera alors la quantité du rapport 3;
par la raison que tout rapport a méme nom (7) avec le nom-
bre que I'unité mesure de la méme maniere dont le premier
terme du rapport mesure le second et que le nombre qui a
méme nom que le rapport, en est la quantité méme. Or, nous
avons dit que la composition d'un rapport par un autre est
la répétition de la valeur de l'un par la valeur de Iautre.
Mais la répétition d'un nombre par un autre n'est que la
multiplication de l'un de ces nombres par l'autre; donc
est aussi le produit méme de la multiplication de D par T\
En effet, A:C::1:D; et inversement C:A::D:1; mais
A:B::1:H; d'ott par la proportion ordonnée (8), on tive
C:B::D:H, et comme C:B::1:T,ona 1:T::D:H,ce qui
donne enfin T><D=H><1.Or le produnit de tout nombre
par l'unité est ce nombre méme; donec H =—=T><D, soit
3=%><s, ¢ q. f. d. (9).

ll’
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PROPOSITION Il

Réciproquement, étant données trois quantités homo-
genes, sil'on compose le rapport d'une premidre quelconque
de ces quantités d une seconde, avec celui de cette seconde
b la troisidme, on a comme résultat le rapport de la pro-
midre & la troisidme.

Solent les trois quantités A, B, C. — 8i, A:B:: 1:1;
B:C:: 1: 15 et D><1'==H; je dis que H est la quantité du
rapport .

Démonstration. De ce que D><1=D; et D><T=H;
on a ansst : Rectangle D: Rectangle H:: 1:F. Mais 1:T::B: C;
donc D:H::B:C; et comme 1:D::A: B, on aura par
la proportion ordonnée, 1: H:: A: C; ce qui prouve que H,
le prodait de la multiplication de D par I, est aussi la
quantité du rapport ;¢ q. f. d.

Autrement. 1 est Ja quantité du rapport <,

T est la quantité du rapport &

C

et D><T'=I. Or on sait que 'unité mesure le multiplica-
teur comme Je multiplicande mesure le produit; donci— -
mais D=L, et T:H:: A:B; dantre part 1:T:: B:C;
d’ott par la proportion houb/ée_. 1: H::A: C. .Alllhl H est
la quantité méme du rapport =, et il est aussi le produit
de D par T, c. & d. le produit de --><; done ce der-

nier produit aussi est égal a ¢, c. . £ d.
PROPOSITION IIL

Ce qui préceéde est .encore vrai s'agissant de plus de
trois quantités.

Soient quatre quantités homogenes A, B, C, D; je dis
que le rapport & est composé des rapports &, &, -~

Démonstration. 11 a été établi plus haut que = 34>< ¢
Mais A, G, D, aussi étant trois quantités homogénes, on

aura 4=—-4><% et comme-==-4><, on aura 4=3><">< -
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Il en sera de méme pour le cas inverse.

Observez que le nombre des rapports ainsi formés avec
un certain nombre de quantités, est toujours inférieur d’une
unité au nombre des quantités qui en constituent les ter-
mes, pourvi que ces quantités soient communes. (que le
conséquent de Pun serve d'autéeédent & un autre).

En cas d’égalité des rapports on est duns I'habitude de
dire que le rapport du premier (ferme) au dernier est
égul au rapport du premier an second fer, quater etc.

PROPOSITION 1IV.

Si un rapport est composé d’autres rapports, tout rap-
port qui lui est égal est composé de rapports égaux & ces
premiers rapports en nombre et en quantits.

A

Soit le rapport 4 composé du rapport 4 et du rapport
s et soit i==+4; je dis que le rapport % sera égale-
ment composé de deux rapports égaux aux deux rap-
ports précédents.

Démonstration. Soit 4 —1I, on aura C: A::E;T; et de ce
que 3=y, 0u aura aussi A:B::¥:D, et par la propor-
tjon grdon:zée C:B::E: D. Mais ::% et.—,";=T°;; done
5 =5%>}73; ¢ & d. que ‘le rapport - est composé de
deux rapports égaux aux deux rapports primitifs ¢. q. f d.

Avec le méme raisonnement et Ja méme figure on prou-
vera que quand un rapport est égal & un antre rapport
composé de deux rapports, si nous avons une quantité inter-
médiaire entre les deux termes du premicr rapport, et telle
que le rapport de Vun des deux termes i ceite quantité
soit égal & I'un de ces deux rapports, dans ce cas, le rap-
port de cette quantits d l'autre terne sera égal & l'autre

de ces deux rapports. — Ainsi si +=-, lequel & est
composé de ;- et de +, et si E est une quantité interms-
diaire entre I et D, telle que 3-==2, dans ce cas, £ aussi

sera é6gal & 5. Et c’est la ce qu'on entend par partager le

7
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rapport -}~ en deux autres rapports, tels que ceux gue nous
venons de déterminer. Bn effet, on ne saurait concevoir
gu'un rapport est diminué d'un autre qu'aprés quon aura
partagé le rapport & diminuer en deux autres: le rapport
ai moyen duquel on se propose de faire cette opération
et le rapport restant. Ainsi pour tirer du rapport §, le
rapport 2, nous partageons le rapport -, en rapport [ .
Pegal de *, et en rapport -, V'égal de -, de anivre

quaprds dvoir tivé - de -, il nous en veste - ; c'est 12
ce qu'on appelle aussi dter wn rapport d'un antre. (10).

PROPOSITION V.

Si un rapport est composé Q’autres rapports, il est égale-
ment composé de tous autres rapports égaux anx premieérs,
lovs méme qne les termes de ces rapports seraient diftérents.

Soient -4 =4 ><4; £ =4; L=2. —

Je dis que 4 est composé des rapports - et - .

Démonstration. Désignons par T le Rectangle 15 >< I
par K le Rectangle D >< .

» par Lle Rectangle D><F.

Tl est établi dans le Livre des. Kléaments (11), que:
Rectangle I': Rectangle K=-75>< §. (a)
Rectangle I': Rectangle L:: E: D:: A: C. (b)
Rectangle I: Rectangle K:: I': H:: C: B. (¢)

De (b) et (c) on tire par la proportion ordonnée:

Rect. 'I': Rect. K:: A: 13 et comme on a aussi (a)

A

Rect. 'I': Rect. K. = £ >< ¥, il devient évident que | est
composé de ces mémes rapports. ¢. q. f. d.

»

PROPOSITION VI.

Si un rapport est composé d’autres rapports pris dans un
certain ordre, il sera égal A tout autre rapport composé des
mémes rapports pris dans un ordre guelconque.
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Soit le rapport -} composé des mppmtq - et & pris dam
cet ordre; et soit lc rapport - composé des denx npports
¢ ot - pris dans cet ordre, je dis que les rapports A, T

G W o
sont Loau\

Démonstration. TFaites * =—

L = 7 v et aussi =2
L A

®» et x':":""u’ S 1
et 1 =—2u. Alors + =13, == 1. Ce qui donne les pro-
positions A: L:: M: U.

L: B:: T M.
desquelles par la proportion troublée on tivera A:B::T:U.
e. q. f. d

Autrement. Multipliez } par |, et  par ) ; les denx ré-
sultats devront étre éganx, puisque lo 1 czctanglo du multipli-
cande par le multiplicateur doit étre égal an rectangle du

multiplicateur par le multiplicande. Donc $=-=7. ¢. q. f. 4.

PROPOSITION VII.

Si un rapport est composé de deux rapports, l'inverse

de ce rapport sera composé de ces mémes rapports renversés.
A ¢

Soit le rapport 5 composé des rapports ¢ et +; je dis

que le rapport I sera composés des rapports + et T

Démonstration. ‘Soit rapport & ==+ ; il faudra dans ce cas
que 3 soit ég'ml d 5, etle mppmt + demeure composs de
* Tégal de % et de 2 Peégal de ¢. c. q. £ d.

PROPOSITION VIII,

Tout rapport composé de deux rapports est aussi com-
posé du rapport de l'antécédent du premier au conséquent
du second et de celui de I'antécédent du second aun consé-
quent du premier.

Soit & composé de 5 et %, je dis que ce rapport est
également composé de § et de 3.

¥ 1

Démonstration. Soient: H—=DRect D >< T,
T— Rect. I ><T.
K=Rect. I} ><D.
L = Rect. D><T

LIVRE PREM]ER 9

dfms ces llypot]u.ses ]e rapport j; pourra étre consu]érc, comme
composé soit de ¢ I'¢ g':.l de 3 et de = l'égal de 3 ;soit de 3
1

(s><F=+) et de 5 (‘,:><p—)=; ol g=g > §=

PROPOSITION IX.

Le solide formé par la multiplication de I'antécédent
d’un rapport composé par les deux conséquents des deux
rapports simples (composants) est égal au solide résultant de
la multiplication du conséquent de ce méme rapport par
les deux antécédents de ces mémes rapports.

Soit le rapport %+ composé des denx rapports ¢ ot ¢ je
dis que Solide A >< E >< T = Solide BB >< C><D.

Démonstration. Soit, Rect. T = C>< D et Rect. K =—=Ex<T
Alors le rapport &+ = rapport i, et les quatre quantités
A, B, 1, X, seront proportionnelles. A><K sera done
égal & B>\ Mais K== Ex<I', et AX<K == A<ExT"; de
méme T'= C><D, et B><T =B><C><D; les deux Solides
seront par conséquent égaux. c. q. f. d.

On a Phabitude de ranger les quantifés et les rapports
qui entrent dans un rapport composé de deux rapports
en tablean comme ci-dessous:

[

B A
E C
F D

On donne aunx cotés du premier solide A, E, T, le nom
de quantités du 1 membre (13) et on les place sur la
diagonale, pendant que Von désigne les trois auntres guan-
titées B, C, D sous le nom de quantités du 2 membre.
A, est l'antécédent du rapport composé; B, en est le con-
séquent; C est l'antécédent du 1° rapport; E, son consé-
quent; et de méme que, étant données quatre quantités pro-

portionnelles, on trouve l'inconnue an moyen de la multi-
2
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plication et de la division et aussi an moyen dua rapport,
en se servant convenablement des trois connues, de méme
ici aussi nous trouvons a l'aide des cinq connues la sixidme
Inconnue.

On y arrive par deux méthodes; la méthode composée
et la méthode simple.

Méthode composée. Apres avoir déterminé si le terme in-
connu fait partie du 1% ou da 2™ membre, on divise
le solide du membre tout connu par le rectangle des deux
termes connus du 2 membre; le quotient sera I'inconnue
cherchée ainsi que cela devient évident par le théoréme
précédent.

Méthode simple. On peut s'en servir de denx manitres.
1° Si 'on connait & quel terme des trois rapports corres-
pond Vinconnue, on effectuera les divisions des deux autres
rapports terme i terme afin d’en obtenir les valeurs, et si
Pinconnue appartient au rapport composé on prendra le
rectangle des deux valeurs, comme valeur du rapport com-
posé; que si Vinconnue fait partie de l'un des rapports
simples (composants), on divisera la valeur du rapport com-
posé par la valeur du rapport composant qui est connu
et le quotient formera la valeur de l'autre rapport com-
posant. Lorsqu'on aura ainsi obtenu ‘la valeur de ce rap-
port, le rapport de I'unité & cette valeur sera comme le
rapport de la quantité qui correspond & l'unité — d’entre
les deux termes du rapport auquel appartient 'inconnue—
al'autre terme (14). Ainsi si linconnue est A (en prenani
comme forme normale du rapport la relation 3= 5><¢ ) divi-
sez I par C; cela vous donnera G, lequel G sera la quantité
du 1* rapport; divisez F par D; cela vous donnera II,
lequel H sera la quantité du 2°™ rapport; faites-en le rec-
tangle et soit T ce rectangle; T alors sera la quantité du
rapport 4, et le correspondant de B, tandis que I'nnité
sera le terme correspondant & A, (c. & d. A= B:: 1. T),

LIVRE PREMIER. 11

d'otv divisant B par I, vous obtiendrez la quantité cher-
chée A. Ce procédé, comme on voit, consiste en deux mul-
tiplications et deux divisions, ou bien en trois divisions et
une multiplication, et le tout revient A& chercher une
quatritme proportionnelle; car on a constamment dans une
multiplication, I'unité an multiplicateur comme le multipli-
cande est au prodyit, de méme que dans la division I'unité est
au quotient comme le diviseur est an dividende. Si vous divisez
Cpar E et R par F, Punité devientle correspondant de 1B, dans
le rapport composé. Ce qui donne licu aux deux tableaux
suivants: (15).

L 1L
Rapport composé Rappert composé
A B A B
1 T T 1
Premier rapport Premier rapport
C B C L
1 G G 1
Second rapport Second rapport
D F D F
1 H H 1

2° Dans cette autre manidre d'opérer on peut adopter I'un
des trois procedés suivants:

a) On cherche une quantité intermédiaire entre les deux
termes du rupport composs, et telle que le rapport de I'un
des deux termes i cette quantité soit égal & T'un des deux
rapports composants et que celui de lautre terme  cette
méme quantité soit égal & l'antre rappert composant. A cet
effet on procedera comme pour la détermination d’'une
quatrizme proportionelle, le rapport de la quantité intermeé-
diaire au terme connu du rapport composé étant égal an
rapport de I'un des deux termes du rapport composant con-
nu & l'autre.
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Reprenons le rectangle des six guantités.

B A
C

O+

T

Si p. e. linconnue est A, on aura le‘rapport de I (la
quantité intermédiaire entre A et B) a B comme D 3 F;
alors & l'aide des quantités B, D, T, on obtient I. Si, c’est':
D qui est I'inconnue, alors le rapport de A a1 sera égal a
celui de C & I, et Y'on trouvera I, & I'side des quantités A, C, 1,
II en sera de méme dans les autres cas pour lesquels on

aura toujours deux multiplications et deux divisions, ainsi
que cela ressort du tableau suivant. (16)

o

HEEHEIBEEEEE
I NI HEINE R
=8 = | E|E - | B
= =8| =S
alsfofrlr]1cle]a
BlAlRjc|1f1r|D|B
ciB|D|F|1fAa[E]I|C
ElB|D|Fl1lrflcfalm
piafeEjcl1il1{r|B|D
rlajE|lc|1|B|D|1|F

Que si l'on n'exécutait pas les deux multiplications et les

d:eux divisions dans I'ordre indiqué dans le tableau, on pourra
diversifier les manieres d'arriver & ce résultat. (17)

b) On cherche une troisitme quantité qui fasse suite aux
deux termes du 1v rapport, et telle que le rapport du con-

LIVRE PREMIER. 13

séquent de ce rapport & cette quantite soit comme celui de
Yantécédent du 2™ rapport & son conséquent. On retombe
ainsi dans ce qui a 6t¢ exposé.

¢) On cherche une quantité qui nise en avant des ter-
mes du 2" rapport soit telle que le rapport de cette quan-
tits & Pantécédent du 2% rapport soit comme le rapport
de l'antécédent du 1° rapport & son conséquent. On re-
tombe ainsi dans ce qui a été exposé.

Tes techniciens ont rédigé i ce sujet deux autres ta-
bleaux que nous donnons ci-apres. Ce que nous en avons
dit suffira pour tout esprit sagace.

B C

28 1=|5|=| ||F| |=|E]=
AlC|D| P |B[E AlB|C|E|D|F
slzlrlolale| [Blale|c|r|D
clalrlslelp| |cfalr|D|E]B
Els[pjajclr| [e[BlD|rlc]a
pla|E|B|F|C DIA|E|C|F|B
rislc|a|p(E|us|F|Blc]E]D]A

PROPOSITION X.

Btant donné un rapport composé de deux autres rap-
ports, chacune des quantités qui font partie de IT'un des
membres est & une quelconque des quantités qui entrent
dans Yautre membre en rapport composé de deux rapports
des quatre quantités qui restent sur les six, & la condition
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que leurs antécédants soient pris dans le membre auquel
appartient le conséquent du second rapport composé, tandis
que leurs conséquents seront pris dans le membre auquel
appartient Iantécédent de ce méme rapport.

Ainsi étant donné le rapport 4 = >< ¥, je dis que le
rapport de Pune quelconque des trois quantités A, IS, I, &
une quelconque des quantités B, C, D, que p. e. le rapport
%, sera composé de deux rapports des quatre quantités
restant, et dont les antécédents étant pris dans le membre
auquel appartinnt C (c. &. d. étant I3, D), les conséquents
seront pris dans le membre auquel appartient A. (c. a d.
seront I, F).

Démonstration. Soit A la hauteur du solide A ><E><T;
C celle du solide B><C><D; A cera & C, dans le rapport
inverse du rectangle B><D, (base du solide B><CU><D)
au rectangle B><F, (base du solide A ><Ii><T), ainsi que
cela est établi dans les proposition 4" et 5™ apreés la 30™
du Livre XTI des Eléments d’Euclide. Mais le rapport des
rectangles B><D et E><F est composé du rapport de
ces mémes coOtés, c. a. d. du rapport de B 4 I et du rapport
de D a E. Donc aussi le rapport des deux hauteurs A et C

est composé de l'un des deux systémes précédents c. q. f. d.
Il en sera de méme des autres cas.
Comme chaque membre est composé de trois quantités,

la comparaison de chacnne des trois quantités de I'in des
deux membres aux trois quantités de 'autre membre donne
lieu & 9 rapports; et comme chacun de ces 9 rapports est
composé des deux rapports formés des quatre quantités
restant, il en résulte que le nombre des manitres dont ces
rapports peuvent 8tre exprimés s'éleve au double, c. a. d. 4 18,
En oufre, comme les antécédents penvent dtre pris aussi
bien dans le 1°* membre que dans le second, nous arrivons
3 36 expressions dont la moitié est l'inverse de lautre
moitié et dont chacune peut devenir la source des 35 autres.

C'est ce que nous avons voulu indiquer dans le tableau ci-joint.

LIVRE PREMIER,

D

2 | Rapnort | Rapports simples | | % | Rapport | Rapports simples
% COMDOSE | qui en dérivent ; COmpose | qui en dérivent
& [z | Mremier | Secmd 4 =l g Premier || Second
= _‘.g" rapport i rapport = f;; rapport || rapport
Jlalslclslo|r| 1 [Blalelc|r|D
s|a|slofr|p|E||2|BlA|E|D|T]C
slalclBle[D|v|[3|Blu|alc|?|D
alajclslrlp|e|l¢|BlEla|D]|F]|C
Sslalo|slelclr|ls|B[r|alc[elD
Sslalp(slelclellslB|r|alp|]c
7lElslclalo|r||7lclale|B]r|D
slelslclr|o|all{s|clalE|D|r |5
olmlc|slalp|r||olc|elals]r|D
w|e|clBlr|plal|wofclelalp]r
n|e|olslalolel|ifc[rlalB|E|D
le[o|slr|c|a|liefc|rla|D|E|B
slrlslc|alp|E||3{p|a|E|B|F|C
MR RIRNIRNEERRE
5|F|c|BlA|D|E||15|D|E|A|B|F]|C
wlrjc|Ble|DlAl[6lD|EljAalCc|r B
[F|olcles|al{lp|r]c|c]a]s
w|r|plclals|e|lsD|F|E|B]A]C
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Que si l'on s'attachait a l'ordre des rapports composants
selon que l'un de ces rapports occuperait la 1% place on

la' seconde le nombre de ces expressions des rapports dé-
rivés s'éleverait au double soit & 72. (19)

PROPOSITION XI.

Si dans un rapport composé de deux rapports urne des
trois quantités du 1 membre est égale & une des trois quan-
tités de I'autre membre, les quatre quantités restant seront
nécessairement proportionelles & la condition qu’il y aura

un antécédent et un conséquent pris dans chaque membre
c. & d. que la proportion sera inverse.

Ainsi si le rapport % est composé des rapports et 7
et si Aqui fait partie du 1 membre est égal & C qui fait partie
du 2™ je dis que les quatre quantités B, B, D, F, seront
inversement proportionnelles, de maniére que si ['un des
deux antécédents est une des deux quantités I, D, qui
appartiennent. toutes les deux au 2"' membre son consé-
quent sera pris dans le 1 membre, que I'antre antécédent

sera une des quantités I, F, du 1* membre avec un con-
séquent pris dans le 2" membre et qu'on aura;

B: E:T: D
B: F:: E: D, et ainsi de suite
Démonstration. Il est établi dans la proposition 33" dn
Livre XI des Elémens (20), que deux solides de méme
hauteur sont entre eux comme leurs bases. Ici les solides
représentés par les deux membres étant égaux et deux des
quantités qui entrent dans chacun des deux membres étant
aussi égales, si nous prenons ces deux quantités égales pour
les hauteurs des deux solides, ceux-ci seront alors de méme
hauteur, le rapport de l'une des hauteurs a l'autre sera
comme le rapport des denx bases, celles-ci seront égales, et
les cotés de .ces bases comme cotés de parallélogrammes
équiangles seront entre eux réciproquement proportionnels.

Il ensera par conséquent de méme des quatre quantités
restantes. ¢. q. f. d.
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Par la il demeure aussi établi que tout rapport com-
posé implique entre ses quatre quantités une proportion,

.qui peut prendre neuf formes résultant des différents ar-

rangements qui se présentent entre les quantités de l'un
des deux membres et celles de l'autre, ainsi que cela se
voit dans le tablean ci-annexé.

E

2 | Quanfites | Les quatre quantités
S | bl propartionnelles
& | = = | I raport |dSecond rapport
= | %2 [ide laproportion|de la proportion|
“lIpeEf:z)&]z
t|A|lBJC}|E{|F|D
21 A{lC[BYyE|F|D
3|A|D|BIEJF|C
4 | E|fBJA}JC|D|F
5| E|C|A|D|B|F
6| EfD|A|BJC]|TF
TIFiBJ|A[C{|D{E
8| F|ClA|IB|D|E
9 FIDJA|[B{|C]|E

PROPOSITION XII.

Si deux des trois quantités appartenant au méme membre
sont égales entre elles, il n'y a pas nécessairement propor-
tion entre les quatre autres.
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C'est ce qui peut 8tre prouvé aussi autrement. Reprenons
I'exemple de tout & l'heure et posons E: I:: D: F, on aura
par la proportion ordonnée C: I:: A: B. Mais A —=C par
hypothdse; I donc sera égal & B et I: E:: B: E. Mais nous
avions I: E:: T': D, donc B: E:: T': D, c. q. £ d. (21)

De méme en supposant B = K,
posons F: D:: C: H, et C: K:: A: 1. %” % é
Onaura A; T:: C: Eet T: B H: G (22)| 1) g
lequel rapport & =%. D'oix par la propor-
tion troublée on obtient H: E:: A: B. Or a cause de
B—LF on aura A =— H. Mais d'un autre ¢6t6 H; C:: D: F

donc avssi A; Ci: D; T.oc g £ d.

PROPOSITION XIII.

Tout rapport simple peut 8tre considéré comme composé
de deux rapports, 'un égal & ce rapport lui-méme tandis
que l'autre est un rapport d'identité.

Soit £ un rapport simple, je dis qu’il | B A
est composé de deux rapports tels que ceux
dont nous venons de parler.

Démonstration. Soit C: BE;; A: B et soit D égal a E.
Alors le rapport £ sera composé du rapport C a D, qui
est égal. au rapport £ et du rapport D & E qui sont deux
guantités égales, et qui forment ce qu'on appelle un rap-
port d'identité. D'ot Yon conclut que A & B est aussi
composé de ces mé&mes rapports. ¢. q. f. d.

E D C

Réciproqnement, tout rapport composé d'un rapport
quelconque et d’'un rapport d’identité constitue virtuellement
un rapport simple égal & ce méme rapport composé. Ce que
nous avons dit nous dispense de toute démonstration d ce
sujet. On peut en conclure également que tout rapport
d’'identité est composé de deux rapports égaux a lui-meéme.
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PROPOSITION XIV.

Tout rapport d'identité peut 8tre considéré comme com-
posé d'un rapport quelconque et de son inverse.

Soit & un rapport d'identité, ¢ un rapport quelconqne

et 2 un rapport analogue a §, je dis que § est composé
de deux rapports ¢ (et 5) (23).

. . . . B A

Démonstration. Soit I une quantité égale| y E C
20; commeon a £=2X on aura aussi | F D
c. & d. ¥ égal & 3; ainsi 7 rap;.)ort d’i-
dentité sera composé des rapports 5 et 3; par conséquent 4
sera aussi composé de ces mémes rapports c. 2. d. d'un rap-

port quelconque et de son inverse. c¢. q. f. d.

Nous terminerons ici ce que nous avions & dire sur les
rapports composés.



LIVRE IL

DR L4 FIGURE GU QUADRILATERR COMPLET DANS LB PLAX ET DES RAPPORTS
QU'ON Y TROUVE, (BN ONIB CHAPITRES).

oGS

CHAPITRE I

Eléments constitutifs du quadrilatére. Exposé succint de
ses différentes formes et des rapports qui 8’y rattachent.

Quatre “droites qni se coupent deux & deux sans que
plus de deux se rencontrent en un seul et méme point,
cest ce qu'on appelle un quadrilatére plan, cette figure ne
pouvant se présenter que sur un plan uni.

Tes personnes qui possédent cette science affirment que
cette figure ne peut affecter que douze formes, pas une de
plus, pas une de moins, et elles prouvent cette assertion en
faisant remarquer que si deux droites AB, AC qui se
coupent au point A, sont coupées par une troisizme, qui
coupera ADB & un point autre que A, au point B par
exemple et qui sera prolongée jusqu's ce qu'elle coupe AC
A tn autre point que le point C, au point E, par exem-
ple, ce point E tombera lors de la portion comprise entre
A et C, du coté dé A, ou bien entre A et C, ou bien enfin
lors de ces points du coté de C, ce qui donne les trois
figures suivantes:
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B

Soit maintenant une quatriéme ligne C D qui coupe ces
trois lignes, la ligne AC en C; AB en D. Ce point D
tombera hors de la portion AB du coté de A, ou entre
A et B, ou bien hors de la portion AB du cots de B.
Chacune des trois figures précédentes donmera ainsi nais-
sance A trois antres les suivantes:
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Dans ce qui précéde nous nous sommes attachés aux
insersections des droites AB, AC; AB, BE; AC, CD.
Reste linsersection F des droites BE, CD. Or, dans les
fig. 1. 1; 11, 3; IIL 2, on voit bien que selon que ce point
F tombera du coté de B ou du coté de E, la figure sera
modifiée; tandis que dans les autres cas, il ne peut tomber
que d'un seul cote. Ainsi dans les figures I, 2,1I, 2, 11I 1,
le point F doit tomber entre les points B et E; et dansles
figures 1, 3; II, 1; III, 3, la droite CD, doit couper la
droite B E, avant son intersection avec la ligne A B; d’olt
il résulte qu'en tenant compte du point F aussi on aura
les douze figures suivantes:

B
£ o .
3 3
c D
c N
1 Ibis . ’
» N A N
B
n 7z A E D E B
N, ¥ B €
E B
1 ;r ;‘4 N\ / X &
D~ ¥ E A D F
1 2 2bJs

C'est cette dernidre intersection qui semble avoir
échappé a Houssam - Uddin- Ali-bni- Fazlullah le Salar,(1)
malgré la supériorité dont il a fait preuve dans cette étude.
11 n’'admet que neuf figures dérivées. On prétend bien, dit-
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il, qu'll y en a douze, mais pour ma part je ne les vois pas.

Les géometres établissent souvent le rapport de ces douze
figures an moyen d'une proposition et d'nne démonstration
unique qui s'applique & chacune d’elles, en disant que le
rapport de la ligne AB a la ligne BD est composé du
rapport de AE a EC et de celui de CI' a ¥D.

Démonstration Du point A tirez la ligne AH parallele
a CD jusqua ce qu'elle rencontre BI. Vous aurez
AH : CF :: AE : EC a cause des triangles semblables
EAH, ECF; et AH : FD :: AB: BD & cause des
triangles semblables AFH, DBF. Mais 43 ==& ><{5 (en
remplacant AH par sa valeur tirée de la 1°° proportion,)
donc aussi f£—=24E><£E. ¢ q. f d. (2)

E
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Quant aux autres rapports existant entre les différentes
parties de cette méme figure, ils pourraient étre également
établis d'une maniere générale.

Tes géometres disent encore que si tenant compte de ces
formes ou porte & gauche ce quiest & droite et vice versa
on obtient 24 figures qui ont communes entre elles toutes
les propositions et toutes les démonstrations. Cependant je
dirai, pour ma part, que si 'on tient compte des différents
cotés, 1l est juste de prendre en considération les quatre
parties comprises dans le plan et qui correspondent aux
quatre cotés résultant de lintersection & angles droits de
deux droites indéfinies dans le plan (3). Xn réalité l'exa-
men de ce point n'offre pas d'utilité et si nous l'entrepre-
nons ici, malgré les longueurs qu’il entraine, ce n'est que
pour nous conformer a l'usage.

Si l'on suppose deux droites indéfinies HT, KL, qui se
coupent & angles droits au point A, de maniére & former
les quatre cotés H,K/I'L, et une troisitme ligne MN qui
coupe T en B et KL en C, on aura quatre triangles rec-

tangles.
K K M K

¥ M

_ﬁ,?iu 8/ W B 1'__% Ay
’ 3

TR

Dans chacune de ces figures chaque ligne se trouve par-
tagée en trois portions: p. e. dans la fig. 1. HT'=HDB+-
BA4AT; KL= KC+4CA~+AL: MN=MC~+CB~+BN ectc.

Supposons maintenant qu'une quatridme ligne, telle que
la ligne SO, coupe la droite HT au point E, ce point I
tombera nécessairement dans I'ane des trois portions de la
ligne HT que nous avons indiquées.
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Soit cette portion I'espace compris entre B et H. La ligne
SO coupera aussi la droite KL au point D, par exemple,
qui tombera dans I'une des trois portions dans lesquelles KI,
est divisée; soit cette portion Vespace compris entre C et K.
Infin la ligne SO coupera aussi la droite MN au point I
p- 6. Mais ici ce point F peut aussi bien tomber dans la
portion MC que dans la portion BN. De la ce que nous appel-
lerons une double figure, le point D, tombant bien entendu
dans chacune d’elles dans la portion KC. Que si ce point
D tombe sur CA (droite KL), alors il faut nécessairement.
que MN soit coupée dans V'espace BC; comme aussi sile
point D tombe dans la portion AL, il fant que MG soit
coupée dans 'espace compris entre B et N. De sorte que
le point E tombant dans la portion BH, on a les quatre
figures suivantes:

K
M K
AN 8.
AN M D
T c H 1 \ £ o)
A\ B E\\\o NI
, 1.double \ 1 \O\”

K
\3\
L & N e\‘ ‘-/iﬂ
) t
-
0
L 3 . N

Il tombe dans la portion AB de la droite BRT; alors
si D tombe en KC, ¥ aussi tombera nécessairement en
BC. Mais si D tombe en AC, F peut tomber aussi bien
en CM qu'en BN, (figure double). Enfin si D tombe en
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AL, F tombe en BC. On a ainsi quatre autres figures les
suivantes: K

P

I, tombe dans la portion AT, de la droite IIT; alors
si 1D tombe en KC, I' tombera nécessairement en MC. Mais
si D tombe en AL, I' peut tomber aussi Dlien en CM
quw'en BN (figure double); on a ainsi quatre autres figures
les suivantes:

# T T |a B\
N
(4 /
0
2.
$
M\, X "t
¢ 3
e N R
\ \,y ) i
3.double\ \o
L 3' j "
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Telles sont les douze figures engendrées par les diverses
intersections de la quatridéme ligne avec les trois autres qui
constituent la 1% des quatre figures par lesquelles nous
avons représenté plus haut les intersections des trois lignes
seulement. Supprimant maintenant dans ces douze figures
les lignes et les lettres inutiles nous obtenons les douze fi-
gures suivantes:

Dy& A A
A R B B
A b S e

Que si maintenrnt nous en faisons autant avec la seconde
des quatre premilres figures, en ce qui concerne les in-
tersections d’une quatriéme ligne, nons obtiendrons douze
nouvelles figures dont chacune correspondra & une des
douze figures ci-dessus;
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n 8
| : )A\ %

] (4
%; FA% LN VAN
“ 9 10 1 12
TI en sera absolument de méme avec la troisigéme des

quatre figures premidres.

¢

. 7
=y i R
ZJ/ % "Ao )}»
) g an ¢
13 A 9 10. f ¢ 12.

Enfin il en sera de méme de la quatritme figure des
quatre premidres.

ﬁgwéﬁf
N‘K
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Ce qui fait en tout 48 figures en tenant compte des
quatre directions. Que si Yon fait abstraction de cette
considération, chaque groupe de quatre figures, en égard &
la disposition des lettres, se ramene & une seule, et le nombre
total de 48 revient & 12.

Or, & raison du grand nombre des rapports qui se for-
ment entre les différentes lignes, de la muitiplicité de leurs
relations et de leurs démonstrations, les géometres ont été
obligés de suivre diverses méthodes et parfois aussi de
convenir de leur impuissance 4 embrasser tous les cas; et
méme & raison de ces difficultés, il y en a qui ont preférs
abandonner cette théorie pour s'attacher a ce qui peut en
fenir liew. Quant & moi, je ne connais sur ce sujet rien de
préférable & ce qu'en a dit Hussam-Uddin le Salar dont
jai déja fait mention. L’analyse qu'il présente des différents
cas est pleinement suffisante, si ce n'est qu'il s'est montré
trop parcimonieux dans ses démonstrations.

Je vais donc rapporter dans ce traité ce qu’il en a dit
en ajoutant sur certains points des idées qui me sont
propres.

Dien seul procure le succes.

CHAPITRE II.

Désignation des parties qui composent cette figure. (Le
quadrilatére complet) — Propositions relatives aux rap-
ports qu’on y trouve.

Les différents points de vue auxquels cette figure peut
stre considérée, se ramenent facilement & un seul, en tant
que cette figure se compose de deux lignes extérieures et
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de deux lignes intérieures, qui se coupent de la manisre
indiquée ci-aprés. A

1

o

cL

3

L)

B

Dans les développements qui vont suivre, nous conserve-
rons, pour plus de facilité, les mémes lettres aux places
qu'elles occupent ici.

Maintenant jappelle colonnes les quatre lignes non pa-
ralldles et non juxtaposées, AB, AC, CE, BD qui consti-
tuent la figure. Les intersections de ses colonnes sont au
nombre de six, A, B, C, D, B, F. Chaque colonne comprend
trois lignes déterminées par trois points. Ainsi pour AB,
on a les trois lignes AB, AE, EB; pour AC, les trois
lignes AC, AD, DC; pour EC, les trois lignes EC, EF, FC;
pour DB, les trois lignes DB, DF, FB. 11y a donc en tout
douze lignes, et quatre triangles, ABD, ACE, FEB, CDF;
lesquels triangles ont pour cotés les lignes en question.

Ces quatre colonnes prises deux-d-deux, donnent gix
paires, AB et BD; AB et AC; AB et CE; BD et AC;
BD et CE; AC ot CE; — et chaque paire comprend entre
ses cotés deux des douze lignes. En outre chacune de ces
douze lignes est Vassocide de cing lignes et la dissocide des
six autres. Deux lignes sont dites associées, lorsqu’elles
entrent dans le rapport composé ou dans les rapports simples
qui en font partie, 'une en qualité d’antécédent et l'antre
en qualité de conséquent. Les lignes dissociées sont celles
qui ne donnent pas lieu & un pareil rapport. L'association
entre deux lignes a lien (ainsi qu'on verra) dans trois
cas: 1° lorsque les deux lignes se trouvent sur le prolon-
gement I'une de I'autre; 2° lorsqu'elles forment les cotés
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d’'un angle de triangle; 3° lorsqu’elles tombent entre denx
colonnes. Chaque ligne (on s'en convaincra aisément en
jetant les yeux sur la figure), a deux lignes assocides
selon le 1° deux lignes associces selon le 2° ¢t une seule
ligne associ¢e selon le 3% -— Ce sont la les cing lignes
associées de chaque ligne, dont nous avons parlé plus haut;
quant aux six autres elles lui sont dissociées: et ce sont
ces trois associations que nous désignerons sous les termes
d'association de la 1°%, de la 2" et de la 3™ espece.

Ainsi la ligne AE. p.e. est en association de la 1%° es-
pece avec les lignes AB, EB; elle est en association de
la 2' espece avec les lignes AC, EC; et elle est en associa-
tion de la 3*™ espece avec la ligne DF. Quant aux six
antres lignes AD, DC, IF, TC, DB, I'B; elles lui sont
dissociées. — La 3°* association n'a done lien que par
rapport & une seule ligne; cependant elle équivaut virtuel-
lement & nne double association ainsi que cela sera exph-
qué plus bas.

De plus, tout rapport composé, supposant six termes,
ainsi gue cela a ét6 établi dans le Livre I, il en résulte que
toutes les fois qu’un tel rapport se vérifie entre six lignes
de la figure, ily en a six autres qui restent inactives. Dans
ce cas, trois de ces derniéres se trouvent toujours sur Je méme
prolongement et constituent ce qu'on appelle la colonne
inactive, tandis que les trois autres déterminent un tviangle
que nous appellerons le triangle inactif.

Quant aux six lignes qui constituent le rapport com-
posé, les deux termes de chacun des trois rapports (dont
est formé le rapport composé), tomberont nécessairement
dans un des trois cas d’association. Si donc les deux
termes des trois rapports sont reliés par une association de
méme espéce, nous disons que ces rapports sont ordonnés;
dans le cas contraire, les rapports sont dits confondus. 11 y a
de plus & noter que les trois lignes qui entrent dans le
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méme membre d’'un rapport composé, se trouvent étre tou-
Jjours dissociées. (4)

Ces regles ainsi posées, nous appellerons proposition de
la 1% de la 2™, de la 3 espace, la proposition ayant
pour objet un rapport composé, dont les deux termes sont
entre eux en asssociation de la 1, 2'™  3'™ egpdce. Cha-
cune de ces propositions pouvant d’ailleurs se subdiviser
en plusieurs auntres selon la nature des rapports ordonnés
ou confondus qu'elle doit embrasser.

Le fondement de la théorie, c'est la proposition de la
1% espace, ordonnée (5). Les autres cas n'en sont que des
accessoires, ainsi que nous allons l'expliquer, avec Taide
de Dien. —

CHAPITRE III.

Des différents eas de Ia proposition premiére.

Nous avons dit que dans la proposition premitre l'asso-
ciation des deux termes du rapport composé est de la pre-
mitre espice, c. & d. que les deux termes, ou les lignes
qui les représentent se trouvent sur la méme droite. Ces
deux termes auront donc en commun l'un des trois points
de la colonne sur laquelle ils sont situés. Si ce point com-
mun est un des points extrémes de la colonne les deux ter-
mes (les deux lignes) dn rapport seront superposés, et le
rapport sera implicite; sinon les deux termes (les deux lignes)
se tronvent sur le prolongement I'un de 'autre, et le rap-
port est dit explicile; et des deux autres points de la colonne
I'un demeure propre d I'antécédent et 'antre an conséquent;
en d'autres termes ces points délimitent les deux termes
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sans qu'ils leur solent communs. Si p. e. dans la figure
précédente je considere le rapport de BE a ILA, le point
I sera commun aux deux termes; I3 sera le point propre
& Yantécédent, A, le point propre au conséquent, et le rap-
port est explicite. Par contre dans le rapport de BA & AL,
(qui est implicite) A est le point commun, B le point
propre a V'antécédent, Il le point propre au conséquent
et ainsi ds suite. La colonne sur laquelle sont situés les
deux termes du rapport composé est dite colonne du rap-
port composé; et celle quila coupe an point commun aux
deux termes est la colonne inactive; celle qui aboutit an
point propre & l'antécédent est la colonne du 1* rapport:
celle qui se termine an point propre au conséquent, porte
le nom de colonne du 2" rapport.

La colonne inactive contient trois points, et il en reste
trois autres qui déterminent le triangle inactif. Lia colonne
et le triangle inactifs comprennent ainsi six lignes, qui
toutes demeurent inactives dans cette discussion, les autres
six constituant les termes des trois rapports. Deux de ces
dernidres, celles qui se trouvent sur la colonne du rapport
composé, servent d’antécédent et de conséquent an rapport
composé; deux autres, antécédent et conséquent du 1 rap-
port, se trouvent sur Ja colonne de ce rapport; ici l'anté-
cédent est la ligne contigue & lantécédent du rapport
composé sur l'angle du triangle inactif; quant au consé-
quent c'est ce qui reste, c. a. d. qu'il est formé par le
coté qui est contigu a son antécédent au point de jonction
des deux lignes. Enfin les deux autres lignes sont situées
sur la colonne du 2% rapport;ici le conséquent est le coté
contign an coté qui sert de conséquent au rapport com-
posé sur I'un des angles du triangle inactif; quant & l'an-
técédent il est situé entre le conséquent du 1" rapport
et le conséquent (du 2°*° rapport).

Ces six lignes qui constituent les six termes du rapport
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composé comprennent six points, les trois de la colonne
et les trois du triangle inactif de maniére que chacune
soit située entre un angle du triangle inactif et la colonne
inactive. L’angle qui sert de point de départ & I'antécédent
du rapport composé et & celui du 1" rapport s'appelle
Vangle de Vantécédent ; ou premier angle; 'angle auquel abou-
tissent les conséquents du rapport composé et du second
rapport, sappelle angle du conséquent ou second angle; quant
an 3 angle auquel aboutit le conséqnent du premier
rapport, et d'ott part Vantécédent du 2™ rapport, on l'ap-
pelle angle commann.

Dapres cela tous les antécédents des trois rapports abou-
tissent & la colonne inactive, et c'est de cette colonne que
partent les trois conséquents.

Lorsque le rapport se présente sous la forme que nous
venons d'indiquer, nous nous trouvons dans le cas de la
proposition premiére, ordonnde. Aprés quoi, si nous interver-
tissons la place du 1* et dn 2" rapport entre eux, le
rapport sera dit inferverti; et st nous donmons comme 1%
rapport, un rapport ayant pour antécédent, Fantécédent du
2% papport et pour conséquent, le conséquent, du 1 rap-
port ces deux termes se trouvant en assossiation de le 2%
espéee, — le 2™ rapport restera formé de lantécédent du
1" rapport et du conséquent du 2™ rapport (assossiés de
la 3" espece), et ce changement fait que le rapport est
alors appelé confondu. 11 en est de méme dans le cas con-
traire. (c. & d. dans le cas ot le 1% rapport conservant son
antécédent prend pour conséquent celui du 2% rapport,
auquel cas ce dernier a pour conséquent celui du 1* rap-
port).

Ainsi prenons la colonne AB. Le rapport BE a EA

?

est composé du rapport % et du ra,pportg—g- La colonne

AB, est la colonne du rapport composé, I, le point com-
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mun, B, le point propre a 'antécédent, A le point propre
au conséquent, EC, la colonne qui coupe A3 au point E

est la colonne inactive, sur laquelle se trouvent les points
CINE; les trois autres points de la figure A,B,D, forment
le triangle inactif ABD. Les six lignes AB,BD,AD,CEEY,FC,
sont les lignes inactives, et les six autres constituent les
six termes des rapports sus-indiqués.

La colonne BD qui passe par le point B, propre a I'an-
técédent est la colonne du 17 rapport, dont les deux termes
sont sur cette colonne. La colonne AC, qui passe par le
point A propre au conséquent, est la colonne du 2** rap-
port dont les deux termes sont sur cette colonne. BE et
BF (antécédent du rapport composé et antécédent du 1°¢
rapport) partent toutes les deux [de langle B ou 17 angle
pour aboutir] aux points BF de la colonne inactive. [EA et
CA, les conséquents du rapport composé et du 2" rapport, par-
tent des points E et C de la colonne inactive, (*) et aboutissent
au point A, sommet dn 2" angle du triangle inactif. FD, con-
séquent du 1°" rapport commence a la colonne inactive et
se termine & l'angle dit commun du triangle inactif. DC,
antécédent du 2° rapport tout au contraire, commence 2
Fangle D (FDA) et aboutit & la colonne inactive.

L'interversion des rapports n'offre pas de difficulté [6].
Quant & la confusion, il nous suffira de dire que le rapport
est confondu quand nous le représentons sous la forme
BE DC
BA ~ DF “AC

(2) Les mots placés entre crochets et marqués en italiques sont omis dans le texte Arabe,
Il y & id évidemment nne lacune qu'il & fallu combler afln de rendre le texte intelligible,

oulorsquenousintervertissonscesrapports.

o e e e——
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Tout ce que nous venons de dire concerne le rapport

explicite. Quant au rapport implicite le cas se présente quand

. .. RA  AD CF . BA BD_ FC

Je dis [E =0 TR AE  DF <~ CE
Auquel cas vous pourrez appliquer avec un peu de 1¢é-

flexion tout ce que nous venons de dire plus haut.

CHAPITRE 1V.

— ——a

De In proposition de In seconde espéce et de ses diffé-
rentes formes.

Nous avons déja dit que dans la 2™ proposition il s’a-
git de l'association de la 2"* espeéce, ol 'antécédent et le
conséquent de chaque rapport du rapport composé com-
prennent un angle de triangle (7); le co6té opposé a V'angle
du triangle, dont on tire Vantécédent et le conséquent
du rapport composé, appartient & la colonne inactive; (qui
est ainsi déterminée); et les trois points restant (en dehors
de la colonne inactive) déterminent le triangle inactif d'une
mani¢re analogue & ce qui a été expliqué dans le chapitre
précédent. Ils forment d'ailleurs les sommets de trois an-
gles (ABD, ALC, DFC) ayant pour cotés opposés trois
Iignes qui se trouvent sur la colonne inactive. On déter-
mine ainsi trois triangles, dont le premier est le triangle
du rapport composé; le second, celui du 1* rapport (com-
posant), et le troisidme, celui du 2°™ rappert (composant).
Le premier angle, ceclui auquel aboutit I'antécédent
du rapport composé et d’oir part son conséquent, est 'angle
commun; le second angle, c. a. d. celui auquel aboutit I'an-
técédent du premier rapport (composant) et d’our part son
conséquent, est I'angle premier ou l'angle de l'antécédent:
et le troisitme angle, c. a. d. celui auquel ahoutit I'anté.



38 LIVRE DEGXIEME

cédent du 2°™ rapport (composant) et d’ol part son con-
séquent est le 2™ angle, ou Il'angle du conséquent. Tous
les trois antécédents partent de la colonne inactive et c'est
4 cette colonne qu'aboutissent tous les conséquents.

Intre Yantécédent du 1* rapport (composant) et l'an-
técédent du rapport composé, 'association est toujours de
1¥ espece; ainsi qu'entrele conséquent du 2 rapport et
celui du rapport composé, tant que, bien entendu, le rap-
port, demeure ordonné. Mais s'il y a dans le rapport confu-
sion, de sorte que le premier rapport (composant) soit for-
mé du méme antécédent qu'auparavant et du conséquent
du 2% rapport, I'association sera de la 3°"° espece, pendant
que lassociation entre les deux termes du 2" rapport sera
alors de la 1¥° espéce.

A
/ &
8
¢
Ainsi reprenant la figure précédente et partant de la rela-
tion AB __ Ak oF nous avons pour colonne Inactive
BD ~ EC < FD pomr e ’

AC et pour triangle inactif BEF; et vous pourrez appliguer
aux lignes de la figure tout ce que nous venons d'expli-
quer, sans qu’il soit nécessaire de nous livrer & des réps-
titions.

CHAPITRE V.

De In proposition de Ia troisi¢me espéce et de ses diffé-
rentes formes.

Cette proposition se rapporte au cas ot les différents ter-
mes du rapport composé aussi bien que des deux rapports
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composants sont formés de lignes comprises entre deux co-
lonnes de la figure, (association de la 3*" espece).

Ici chacune des deux colonnes (entre lesquelles tombent
les denx termes du rapport composé) peut &tre prise com-
me colonne inactive; le triangle inactif sera dés lors formé
par les trois points qui restent hors de la colonne (consi-
dérée comme inactive) et les six antres lignes constitueront
les deux termes des trois rapports. Des trois angles du
triangle inactif, 'angle commun sera celui d'ot partent le
conséquent du 1* rapport (composant) et 'antécédent du
2" rapport (composant); V'angle de l'antécédent ou premier
angle sera celui d’ott partent I'antécédent du rapport com-
posé et celui du premier rapport (composant) et I'angle du
conséquent sera celui d’oxr partent le conséquent du rap-
port composé et celui du 2" rapport composant. Les six
lignes aboutissent toutes également a la colonne inactive.

Iintre l'antécédent du composé et celui du 1° rapport
amsi qu'entre le conségquent du composé et celui du 2" rap-
port il y aura association de seconde espece; tandis que
entre l'antécédent du composé et celui du 2™ rapport aussi

bien qu'entre le conséquent du composé et celui du 1* rap-
port il y aura association de premitre espzce.

Yest ce qui arrive lorsque le rapport est ordonné; que
si 'on intervertit les deux rapports alors entre 'antécédent
du composé et celui du premier rapport, aussi bien qu'entre
le conséquent du composé et celui du second rapport il y
aura assoclation de premiére espece pendant que, entre 'an-
técédent du composé [et celui du second rapport] (*) aussi
bien qu'entre le conséquent du composs et celui du pre-
mier rapport, il y aura association de la seconde espece.

Iinfin sile rapport est confondu, alors I'association entre
les deux termes du premier rapport sera de premidre espéce,
et celle entre les deux termes du second rapport sera de
seconde espdce. Ainsi dans la figure ci-dessus prenons le
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rapport % dont les deux termes sont des lignes comprises

entre les colonnes AC, BD. Si nous voulons considérer
comme colonné inactive le ¢c6té AC alors EI'B sera le trian-
gle inactif,

B sera 'angle de 1'antécédent

BA
r o, » du conséquent} et le rapport Tl se compose
E , »  commun 5

du rapport ]I"‘::—]g (lignes comprises entre les colonnes A, AC)

EA
t du rapport— 5 » » CA,CE
et du rappor D )

Que si nous adoptons comme colonne inactive la colonne
BD. alors AEC sera le triangle inactif, A sera l'angle de
lantécédent, C celui du conséquent, E P'angle commun, et

le rapport dont les denx termes sont compris entre

AB
CF
les deux colonnes susmentionnées, sera composé du rap-

port %% (deux lignes comprises entre les colonnes A B,BD),

et du rapport ](% (denx lignes comprises entre les co-

lonnes BD, EC).

Vous trouverez d’'une maniére analogue le cas d'interver-
sion ainsi que celui de confusion.

Il résulte de ce qui précéde que dans les trois rapports
dont l'ensemble compléte I'expression dw rapport composé il
y a l'une des quatre colonnes, celle qui constitue la colonne
inactive qui se combine tour & tour avec chacune des trois
autres colonnes de manitre que chaque terme du rapport
soit compris entre la colonne inactive et une autre colonne.
Une autre conséquence c'est que tout rapport composé do
cette espece peut 8tre exprimé de deux manieres, c¢. i d.
au moyen de deux paires de rapports chacune ayant pour
termes des lignes différentes. La cause en est que I'on peut
tonjours prendre comme colonne inactive l'une des deux
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colonnes, sans qne rien oblige de prendre 'une plutét que
Pantre. Cest précisément ce qui nous faisait dire que bien
que dans P'association dela 3™ espdce, une ligne n’ait pour
associée qu'une seule ligne, cette association unique équi-
vaut pourtant & une double association'(comme cela est le
cas avec les lignes associées de premitre ou de seconde
espiee),

CHAPITRE VI.

Introduction &t In démonstration de toutes ces trois
propositions.

La démonstration se fait en tivant une parall2le & une
ligne connue par un point d'intersection déterminé de deux
colonnes de maniere & former quatre triangles semblables
deux » deux. Or, une droite partant de l'intersection de
deux droites, ne saurait leur étre parallele ni aboutir & I'une
(elles; elle ne peut donc qu'dtre parallele & I'ine des deux
autres, colonnes, et sécante par rapport & l'autre. Cette pa-
rallele part toujours d’un des angles dn triangle inactif;
elle est donc nécessairement ou bien parallele 4 la colonne
inactive et sécante par rapport & la quatrieme colonne, ou
bien linverse. Ainsi la parallele peut se présenter dans
chacune des trois propositions de six manidres différentes;
¢. & (. cn nombre double des angles des différents triangles
inactifs qu'on peut former; et cela de maniére a fournir
pour chaque cas une démonstration; soit six démonstrations
en tont. Comme d'autre part il y a six points en tout, et
qu'on ne peut tirer, de chaque point, plus de deux lignes,
une telle parallele peut 8tre tirée de donze manidres ainsi
que cela ressort du tablean suivant:
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A I Paire (paralicle tirée du yoint A
"u ( Triangle BAH semblable au triangle BEN
l »  AlID . . DG
)
] .
y . AHE . R1B
. <\, , CHA & . CrD
E
A . A 2™ Paire (paraliéle tivce du point B)

/9{ /’// {TriangleBIE semblable an triangle KA C
// F / { . DBHF » . 1De
C §

A
SN\ 4, ABI . AlC
>§ {  » DBl . . DIC

He “

A 3™ Paire (parallcle tirée dn point C)
A ( Triangle BAD semblable au triangle DIIC
' ! , BII IFHC

c

» »

( , ANNC . ABD
) ., LHC KB

. g™ Paire (arallcle tirge du point E)-
° i ( Triangle ABD semblable an {riangle AXWIT
{ ., CEIN . o, ~Ci'D
a »
A { . BAD . . BRI
) l » LI ) . Do
T E 8
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b Paire (oaralléle tirte dn point D)
y Triangle AEC semblable au triangle AHD
{ , BHD | ” BEF

( , THD , BEF
|, CAE , CDH

6™ Pairc (oaralléle tirée dn point F)

§ Triangle BAD semblable au triangle FHD

e n CAlS 3 " CIrH
; " BAD ) , BT
), BUEF , IAC

Apprenez que chacun des quatre triangles de la figure
du quadrilatére correspond & six des douze figures ci-des-
sus, lesquelles six figures sont celles-]a mémes dont il est
{ait usage dans la proposition oft nous avons comme tri-
angle inactif, le triangle en question. Clest ce qui est in-
diqué dans le tablean ci-joint:

Paires de Iriangles semplables ami  Dams co cas les
Triangles nactils  ("apres 1o tablean précédent cor- — ligues alives. sonl
respondent 4 ce triangle iactif, Appelées

17 Paire (paralltle pactant du point A)) o
ABD 20 (0 » . S Les six premiéres.

B)
)

Eaeme

2 "

Les stx deusiemes.

» n »

(
1""’ » n n ] A)
ACH S& E \ c)),
N G s a B
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( 2-:~me " ( “ " - ") 2
BEF AP (g " »  E)o Les sixtroisitmes.
e.cme " ( . Y Y l?) )
. (3f"'” L . » U)}
CDF 5 (s » » W7 Les sivqualritmes.
Z 61.11;1: " ( » Y » lq) )

On voit par 1a que chaque paire correspond & deux
triangles et cette correspondance peut étre aussi figurée de
la maniére ci-apres:

Triangle T | reiangte
§ i s
ABD 1% Paire ACE
inaclil nachifl
. U
2 Can
e,
= %, {° 4
G @
2 N Z ;:d
3 Q_\'S E.(b =
b 2 i
i
| Teiangle . . Triangle
' BEr g Paire CDF |
L inactif _ inactif §

La paralléle tirée d’un des sommets du triangle inactif
aboutit & une colonne; il en résulte une intersection que
nous appellerons infersection secondaire. Si cette intersection
a lien sur la colonne inactive nous donnons i la parallele
la dénomination de complément du rapport. [Que si Uintersec-
tion « lew sur la quatriéme colonne et non sur la colonne
inactive alors le complément du rapport sera lu ligne com-
prise entre le point on la paralléle rencontre lu 4 colonne et
la colonne inactive]. (*) Kt alors dans toutes les démonstra-
tions ce complément vient s'adjoindre aux deux termes d’un

rapport de manidre qu'entre ce complément et les deux
termes il s'établisse deux rapports.

. (a) I‘outc.eef.to période placée entre crochets manque dans le manuscrit; elle devait pourtant
8’y trouver ainsi que cela résulte de la discussion du chapitre suivant,

T ————
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Cette adjonction peut se faire de trois nanidres différentes:
1° le complément est placé avant les deux termes, de ma-
niere qu'entre ce complément et l'antécédent du rapport
il résulte un rapport; et ce méme complément est adjoint
(intercalé) au rapport existant entre antécédent et le con-
séquent, de sorte quil en résulte deux rapports; dans ce
cas on dit que le complément du rapport est antérieur a
scs termes; 2° le complément est placé entre l'antécédent
et le conséquent, de manitre qu'il résnlte un rapport entre
Tantécédent ¢t le complément, et un autre rapport entre
le conséquent et le complément; on obtient ainsi deux rap-
ports et dans ce cas le complément est appelé intermé-
diaire; 3° le complément est placé apres, de manidre & ce
qu'an rapport existant vient s'adjoindre le rapport qui se
produit entre lo conséquent et le complément. On obtient
ainsi également deux rapports et on qualifie alors le com-
plément de postérienr ou adjoint.

L'utilité de toutes ces opérations sera bientdt expliquée
avec laide de Dieu. Mais il n’en était pas moins nécessaire
de les signaler avant d’entrer dans le détail des démons-
trations. (8)

CHAPITRE VIL.

Sur la maniére d*établir les démonstrations dans le cas
de la proposition premiére.

Trenons le cas du rapport ordonné.

a) La paralitle est tirée du 1* angle, de 'angle de T'an-
técédent. Nous plagons le complément antérieur aux deux
termes du 2% rapport de manitre quil en résulte entre
ce complément et son antécédent unrapport égal au pre-

mier rapport, et entre ce complément et son conséquent
un rapport égal au composé.
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Avec cela la démonstration est achevée.

b). La parcllele est tirée du 2™ angle, de Pangle (du
conséquent. Nous plagons le complément postéricur aux deux
termes du 1% rapport de maniére & avoir entre le consé-
quent (du 1* rapport) ct le complément, un rapport égal
aw deuxiéme rapport, et entre son antéeddent et le com-
plément un rapport égal au rapport composé.

¢). La parallelo est tirée de langle commun. Nous pla-
¢ons le complément intermédiairve entre les deux termes du
composé, afin davoir entre lantécédont (da rapport com-
posé) et le complément un rapport ¢gal au premier rap-
port ct aussi cntre le complément ¢t le conséquent du rap-
port composé, un rapport égal auw 2" rapport.

BlE  BK DC
v BA - TD X CA
C'est le rapport connu sons la dénomination de rapport ex-
plicite de Plolémée. Nous avons conune triangle inactif, le

triangle ADB; et nous nous trouvons ainsi dans le cas des
SLE premicres comme ¢l aprés:

A
A H
B ol Y\
C a2 ¢
p o7 e
1 2 D

Premigre paire Deuxitme paire

A A
H
ANy ¥
c 1 B e 9 B

e —— .\
Cinquidme paire.
Ici B est le premier angle, A le second, 1D I'angle commun.
Pour la premitre paire la paralidle part de A.

Par exemple soit & démontrer le rapport
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Nous plagons donc le complément 111 pour la 17 paire
(fig. 1) et A ponr la 17 paire (fig. 2) postérienr anx deux
termes du premier rapport et nous avons: BI' Pantécedent,
1D le consequent, I1F le complément, de sorte que, & cause
de la similitude des triangles DFC, DAT, ou a pour la fig. 1
KO DC
TF oA s o
militnde des triangles BFIL, BAH
B BIr ¥ BE

2 rapport, et aussi & cause de la si-

= rapport composé.

¥D _ DC
AH T AC

— rapport composé. Dans les deux cas, le

FIL = D W= WA
De méme pour la fig. 2.

BE B
ML T A
vapport composé est formé, comme on le voit, dn premier
rapport et d'un rapport équivalent an 2" rapport.

(C. Q. . D)

Pour la 2 paire, la parallele part du premier aungle,
Pangle DB.

Dans la fig. 1. de cette paire le complément est BIL
Dans la fig. 2.le complément est CH.

Si (onc nous plagons ces deux lignes antérienres aux termes
du 2* rapport, nousaurons BH, HC, le complément, DO Yan-
teecdent, AC, le consequent et par suite:

( complément  BE

antécedent — WD T
de la similitude des triangles semblables BHF, FCD; et
dans la fig. 2. & canse des triangles semblables ABII, A1C;
ot voiliv comment le rapport composé se trouve étre formé
d'un rapport égal aw premier, et du second. C. Q. F. D.

Pour la 5 paire, la paralicle est tivée du peint D sommet
de Pangle commun.

Dans la fig. 1 le complément est DH

« « 2 « EH
les quels étant placés infermédinires entre les deux termes du

= 2" rapport,et

1™ rapport,) dans la fig. 1. & cause
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rapport composé, on a BIt Tantécédent, DI, HIS le complé-
ment,BA le conséquent et par snite (__antecc’denf
complément
dans la premiére figure & cause de la similitude des
triangles BEF, FHD et dans la, fig. 2. & canse de la
similitude des triangles BEF, BDH. Quant au rapport du
complément an conséquent il est ggal an 2*™ rapport, dans
la 1% figure, & raison de la similitudé des triangles CHI)

CEA et dans la 2% figure, & raison de la similitude des
triangles AEC, AHD.

Et voild comment, cette fois-ci encore, le rapport compo-
sé se trouve formé de deux rapports égaux au 1% et an 2,
C. Q T D

Nous venons de donner six démonstrations du rapport
ordonné. Que si la relation & prouver est celle du rapport
de la 1 espdce confondu et qu'il g'agisse de démontrer que

BE _ BF
B& = X0 X D
a). La parallele est tirée dun 1* angle.

Placez le complément antérienr anx deux termes du 1
le complément

antécédentdu 17 rapport

=1"rapport.)

, i1 y aura encore trois cas & considérer.

rapport et vous anrez = 2™ rapport,

le complément
consequent du 1" rapport
et le rapport composé se trouvera formé dans ce cas ('un
rapport égal an 2" et du 1" rapport.
b). La parallele est tirée du 2™ angle.

Placez le complément postérienr aux deux termes dn pre-
mier rapport vous aurez:

conséquent du premier rapport
complément

antériewr du premier rapport
complément

¢). Si la parallele est tirée de 'angle commun, placez les

denx termes du premier rapport intermédiaires entre les

= rapport composé.

=1* rapport (du rap. confmidn).

= rapport composé.
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dnux tumcs du mppmt composé %nccesslvement dc manic-
re & avoir trois rapports et placez le complément inter-
médiaire entre les deux termes du 2™ rapport de manidére
M avoir denx rapports. Alors le 1™ de ces deux rapports
sera ¢égal au dernier des trois tandis que le second de ces
deux rapports sera égal au premier des trois, et le premier
rapport vestera entre les deux multiplié par le rapport com-
posé inversement. Par 1d la démonstration sera achevée.

Par exemple dans la fig. 2 de la 5™ paire (page 43) le
compleément est IikL. Si nous le plagons intermédiaire entre
les termes du 2" vapport on awra:

CD l'antécédent;— IH le complément;— I'D le conse-
quent (du 2" rapport);— AC le conséquent (du 1* rap-

port); — EA le conséquent du composé; — et il viendra:

L = — BH — hcause des triangles semblables BEF BHD, et
BI ¥D
AC CD

——— == —— A cause des triangles semblables AHD, ALEC,
FA — TH
et voili que le rapport composé sera formé de trois rap-
ports, dont les deux seront égaux an second seunl, tandis
que Ie 3™ sera le 17,2 lui seul. C. Q. F. D.
Vous pourrez traiter tous les autres cas de lamémemaniere.
Si les denx rapports sont intervertis, c. a. d. s'il y a in-
tevversion entre le second et le premier, il faudra interver-

tir tout ce que nous avons dit plus haut touchant le rap-
port ordonné. Ainsi.

a”). Si la paralléle est tirée du 1 angle:-
Vous placez le complément antérieur aux deux ter-
mes du I rapport;

") Si la parallele est tirée du 2 angle:

Vous placez le complément postérieur aux deux ter-
mes du 2" rapport;

¢”). Si la parallele est tirée de l’angle commun:
Vous placezlecomplément intermédiaire entre les denx
termes du composé, comme cela avait liew powr le premier.
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(4]
oo’

Enfin, s'il y a & la fois confusion et interversion alors:
a”). Si la paralléle est tirée du 1 angle:

Vous placerez le complément antérienr aux denx ter-

mes du 2™ rapport.

L™). Si la paralele est tirée du 2™ angle:

Vous placerez le complément postérienr aux deux

termes du 1" rapport.

¢™). Si la parallele est tirée de Pangle commun:

Vous placerez le complément intermédiaire entre les
denx termes du 1 rapport; et aussi les deux termes du
2 rappnrt intermédiaires entre les deux termes (u com-
posé; et en général il y aura lieu de rapporter au premier
tout ce qui se rapportait au second et inversement.

Je laisse & vons lecteur le soin de fournir les exemples. (9).

CHAPITRE VIIL

Sur la maniére d’établir les démonstrations dans les
cas de In proposition deunxiéme.

Dans le cas de la 2™ proposition ordonnée:

a). Si la parallele est tirée du 1 angle:
Vous placez le complément postérieur aux denx ter-
mes du 1" rapport;

b). Si la parallele est tirée du 2™ angle:
Yous placez le complément anféricur aux denx tei-
mes du 2 rapport;

c). Si la parallele est tirée de 'angle commun:
Vous placez le complément intermédiaire enire les
deux termes du rapport composé; ct vous ache-
verez la démonstration d’'nne manitre analogue b
celle qui a 6té expliqué plus haut.
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Dans lo cas de la 2™ proposition confondue:

«) Si la paralicle est tirée du 17 angle:

Vous placerez le complément postérienr aux deux termes
du 1% rapport.

b) Sila paralltle est tirée du 2™ angle:

Vous placerez le complément aniérienur aux deux termes
du 2™ rapport.

¢) Si la parvalltle est tivée de Tangle commun:

Vous placerez lo complément infermédiaire entre les deux
termes du 28 yapport, et vous placerez aussi les deux ter-
mes du 1% rapport intermédiaires entre les deux termes
du composé et alors le premier et le second de ces trois
rapports seront égaux au 2 et au 1 rapport des dewr
autres rapports d’aprés la rdgle dela composition des pro-
portions troublées.

Le cas de linterversion soit simple, soit compliquée de
confusion, revient & ce qui a été déja expliqué.

Nous ne nous arréterons pas b citer des exemples. (10).

CHAPITRE IX.

Sur la maniére d’établir les démonstrations dans le cas
de la proposition troisi¢me.

Dans e cas de la proposition 3** ordonnée:
«) Si la parallele est tirée du 1*angle.

Placez Jes deux termes du 2™ rapport intermédiaires
entre les deux termes du rapport composé: placez aussile
complément intermédiaire entre les deux termes du 17
vapport; et alors le 17 et le 2*™ de ces deux derniers
rapports deviennent égaux au dernier et au premier des
autres trois, d’aprds la régle des proportions troublées.
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b) Si la parallele est tirée du 2°°angle.

On pocédera d’une manidre inverse, en plagant les deux
termes dn premier rapport intermédiaires entre les deux
termes du composé et en plagant aussi le complément in-
termédiaire entre les deux termes du 2% rapport: alors on
a l'égalité entre ces deux rapports et la démonstration au mo-
yen des trois autres d’apres la régle des proportions troublées.

¢) Si la parallele est tirée de l'angle commun:

On peut procéder de deux fagons: 1°. En mettant les
deux termes du 1*rapport entre les deux termes du rap-
port composé et le complément entre le 2" rapport. 2¢
Jin mettant les deux termes du 2% rapport entre les deux
termes du composé et le complément entre les deux ter-
mes du 1%. Dans les deux cas le premier et le dernier
des trois rapports deviennent égaux au 1*et au dernier
des denx rapports d’apres la regle des propositions réglses.

Donnons en un exemple. Il s'agit de prouver:

BD AD_ BF

TO=TF W — G en prenant comme col. inactivelacol. AB; ou
BD BA _ TFD
EC—7C “TA - ’ ’ AC.

Démonstration. Ln prenant pour colonne inactive la co-
lonne AB, on aura pour angle inactif le triangle DT'C.

D sera le 1 angle; C le 24T langle commun ¢t en
faisant usage des siz qualriémes on aura les figures suivantes.

F
2
N e ————— S

/—“_..
Sixiéme paire
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l’om la. “)‘“" paire, ol la, lmmlléle pmt de D qui est le
premier angle, si nous plagons les deux termes du 2" rap-
port intermédiaires entre les termes du composé, on aura
BD, BF, AC, EC: et si nous plagons le complément entre
les termes du premier rapport, on aura AD, DH, EF, et

BD DH BD EH

deslorsilvient pourlafig.l.— T =%F et pourla fig.2.— TF = TF

. . AC AD o AC__AD
AT ans la fier Ikt a fig 2.0 =—

Mais dans la fig. 1. EC=DA& et dans la fig. 56 =TI

Pour la troisitme paire, la paralléle partant de Fangle C
qui est le 2™ angle, si nous plagons les deux termes du
premicr rapport intermédiaires entre ceux du rapport com-
posé, on aura BD—AD-—EF—FC; et si nous plagons le
complément intermédiaire entre les 2 termes du 2, on
ara BF—CH—-BH-—AC; alors il viendra:

B ER BF EF

—— > la fig. 1) la fig. 2
T =T (pour la fig. 1). et o =T (pour la fig. 2.)
ﬁ-—% 5D (pom la fig. 1.) et XIL{ I]ill)) (pour la fig.

1’0111' la 6*" paire, la parallele partant de Pangle com-
mun If, si nous plagons les deux termes du 1* entre les
deux termes du composé BD —AD—TF—EC; et le com-
plément entre les deux termes dn 2, BF—FN ou AH

. BF BD BY BD
—AQC, nous avons N (fig. 1) = i FH( g 2.) = D
AH m , T LI‘
et aussi 0 (fig. 1.) = T E (fig. 2) =

Que si nous plagons Ies deux termes du second eutre
les deux termes du composé, BD—BF—AC—EC, et le
complément entre les deux telmes da 1*, AD—-FH--EF,

on aura: BD A]) (ﬁ 2); et:

AC AH for. 1 FH

. 1. fig. 2
BC— EB(° ) = FD( )
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D’ailleurs il est évident que pour les angles 1% et 2%
'égalité des rapports a lien d'apres la régle de composi-
tion des proportions troublées et que pour I'angle commun
elle a lieu d’aprés la composition des proportions réglées.

Pour le cas o I'on prendrait AC pour colonne inactive
on raisonnerait de méme.

Iin cas d'interversion des rapports.

«) Si la paralltle est tivée du premier angle:

On placera les deux termes du premier, intermédiaires

entre ceux du composé et le complément entre les deux
termes du 2,

b’) Si la paralldle est tirée du deuxitine angle:

On placera les deux termes du second, intermédiaires
entre ceux du composé et le complément intermddiaire
entre les deux termes du 1*.

¢') Tel quel.

En cas de confusion.

a’ b") Si la paralldle est tirée du premier ou du second
angle.

On placera le complément entre les deux termes du
composé et l'on aura deux rapports égaux au premier ot
au second rapport d'aprés la rdgle des proportions trou-
blées (dans le cas ol la parallele est tirée du 1 angle ) ct
('aprés la proportion réglée (ponr le cas on la paralltle
est tirée du 2 angle ).

¢") Si la parallgle est tivée de Pangle commun:

Les choses se passeront absolument comme dans le cas
du rapport ordonné. Enfin s'il y a & la fois interversion
et confusion, il y aura lieu d'intervertir lw régle des pro-
portions troublées ou réglées pour les deux angles précités.
Nous ne prolongerons pas cette discussion en citant des
exemples, et nons terminerons ici ce que Tous avions
dire touchant I'établissement des démonstrations de toutes
les trois propositions. (11).

4
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CHAPITRE X.

Des limites qu’on peut assigner i la discussion concer-

nant cette figure, scs rapports ¢t ses démonstrations.

Raison pour laquelle Ptolémée s’est borné nux deux ens
de In premiére espéce.

Quelques auteurs ont construit des tables dans lesquelles
ils montrent pour chaque espdce de question, & Jaquelle ils
ont consacré une démonstration, les dix huit rapports qui
dépendant Tes uns des antres se rattachent & chaque espace.
Mais il n’y a guire d’utilité en cela. Aussi allons-nous plu-
tot essayer do montrer comment on peut arriver i fixer
les limites de cette question et la résumer.

Nous disons done, que, comme il y a en tout douze lignes,
que chacune (elles mise en rapport avec une quelconque
des cing antres lignes donne lieu & un rapport composé
de deux autres rapports et que Vune de ces cing lignes
equivant virtucllement & denx lignes en ce sens, que le
rapport composé auquel elle donne lien peut étre exprimé
par deux systémes de rapports équivalents, nous avons en
tont comme Gvalnation des rapports effectifs le nombre de
60 et comme Gvaluation des rapports virtuels 72. Les rap-
ports simples composant ces rapports composés et quileur
correspondent s'¢cleveront au double, soit 144, et le tout
donnera 204, Mais ce nombre de 72 qui est celui de la
totalits, je veux dire, qui est celui du chiffre total des rap-
ports composés, exprime anssi le nombre de systémes des
deux rapports simples correspondant chagque composd,
lesquels  systémes saccroissent du quadruple selon qu’ils
sont ordonnées, intervertis ou confondus ce qui donne 288.

Maintenant chacune de ces 288 expressions pent donner
lien & 6 démonstrations soit a 1728 démonstrations en tout.
Aprés quoi, si nous appliquons cos différents cas, et ces dif-
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forentes démonstrations aux 12 figures que les auteurs qui
ont traité de ce sujet sont dans l'habitnde de considérer,
on aura 3456 cas et 20736 démonstrations.

Mais nous pouvons aussi prendre en vue Jes 48 figures
qui résultent de la considération des cotés, ce qui nous
donnera 288 X 48=13824 cas et ( ;{ 13824 =82944 d¢-
monstrations. Que st maintenant nous considérons, que, con-
formément d ce qui a été exposé au sujet du rapport com-
posé, chaque rapport de ce genre implique 35 antres on
a 13824 W 36 = 497664 expressions, chacune comprenant
trois rapports.— Il est vrai que dans ce nombre il y aura
bien des rapports qui seront répétés. Mais on pent envi-
sager ces rapports comme dérivés d’antres rapports sans que,
(on bien que) on ne les considere pas tous comme égale-
ment nécessaires et indépendants. Tt voyez donc & quel
nombre de rapports donne lieu une si petite figure! Clest
Ia nn effet de la volonté ommisciente de I'Etre Supréme! (12)

Parmi ce grand nombre de rapports, Ptolémée s’est bor-
né a expliquer deux cas de la 1™ proposition: 'nn qu’on
(ésigne ordinairement sous le nom de rapport implicite de
DProlémée et Vautre qui est connu sous le nom de rapport
erplicite du méme. La raison en est que celui qui aurn ¢-
tudié ces deux cas et aura connaissance des propri¢tés ct
autres modalités du rapport composé posséde les preuves
des autres cas.

Reprenonslafiguredun quadrilatere. Le cas implicite consiste

Alf — BD X (’3 .Jei AC est la colonne
AB DI CLi

inactive, BEF le triangle inactif; le rapport demeunre ainsi for-
mé des antres six lignes, ce qui, eu égard anx pl:opriétés du
rapport composé, donne 18 cas, dont tous les rapports
formés au moyen de ces lignes sont connus. Si nous pre-
nons maintenant AB comme colonne inactive ct DFC com-

me triangle inactif, nous retombons absolament dans le cas

dans le rapport
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précédent, sanf que nous aurons échangé les points de droi-
te avec ceux de gauche; si bien, qu'au moyen d'une mar-

che identique & celle adoptée pour le 1* cas, les 18 autres
rapports de ent; ¢ 3
ppo meurent conmus BE BF DO

Le cas explicite consiste dans le rapport: A =TD X G

Ici 150 est la colonne inactive, ADIB le triangle inactif, et
conformément & ce que I’tolémée a expliqué on trouvera
les 18 autres rapports. Que si l'on prend pour colonne
mactive DB, et par conséquent, pour triangle inactif le tri-
angle AEC, on aura une figure semblable & la précédente,
sauf que les points sont échangés, et au moyen d’'une marche
identique & celle adoptée pour le 1* cas les 18 autres
rapports demeurent connus. On arrive ainsi & connaitre
72 rapports. L'interversion et la confusion peuvent ensuite
faire monter le nombre de ces rapports au quadruple.

Or de moment que les colonnes sont au nombre de qua-
tre, alnsi que les triangles inactifs, et que les rapports pen-
vent étre démontrés, lorsqu'on s'attache & considérer tour
i tour comme inactifs, chacune des colonnes et chacun des ti1-
angles, ce que Ttolémée en a dit joint & la commaissance
des propriétés du vapport composé suffiva & faire connaitre
le sujet de cette étude. Clest précisément pour cette raison
aussi, ¢. &. d. pour la raison que ces deux rapports em-
brassent virtuellement tous les antres rapports, que Ptolé-
mée a horné ses démonstrations aux deux précédents, bien
quil alt eu recours aux autres aussi. Clest ainsi que dans
le chapitre 1X**¢ du 2" Livre de son Almageste il fait u-
sage du 1'apport:F£=E XILB- et que dans le chapitre

BD CE T AB
VI du VIII™ livre il cite lo rapport
A3 _ AD  CF
BE — DC X EF
démonstration. (13)
Cest ce que javais & dire sur ce point.

sans pourtant les faire précéder de leur
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CHAPITRE XI.

Des rapporis simples qu’on rencontre dans cette figuve.

Il y a rapport simple dans cette figure lorsque dans un
rapport composé deux termes dont T'un fait partie d'un mem-
bre et V'antre d'un antre membre se trouvent étre éganx ainsi
que nous Yavons déja expliqué dans le Livre I

Revenons 4 la figure du quadrilatére pour élucider ces cas:

Nous avons déjd prouvé que chacune des douze lignes
de la figure entre en rapport avec cing autres lignes et
que l'une de ces lignes équivalant virtucllement & deux on
peut dire que dans le rapport chaque ligne sc trouve en
association avec six antres. Or 12X 6=72. Maintenant il
y a rapport simple lorsque deux de ces lignes appartenant
chacune & un membre sont égales. Mais une ligne ne peut étre
égale & sa partie, pas plas que la partie ne peut &tre égalo
au tout; et comme ily a quatre colonnes et que chacune
contient deux parties, nous devons déduire de notre calenl
ces denx cas impossibles ¢. & d. 16 sur 72 ce qui fait
qu'il ne nous en reste que H6. D'un antre coté lorsque
nous disons que tel terme d’un membre est égal & tel natre
terme de l'antre membre nous disons cn méme temps (ue
ce dernier terme est égal an premier, d'oi résiulte néces-
sairement 'égalité de 28 termes & 28 autres. On a ainsi
en tout 28 expressions dans lesquelles quatre lignes se
trouvent en proportion et que nous faisons fignrer dans le
tableau ci-aprés:
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Lignes ¢gales. Lignes proportiounelies.
_t 1 aB [ Ap | BE|EF[DC| PO
2 | AB | BD |AE[ECG|¥D| YO
RN [ IR 1 1 1 01

4 { B | DCJ BY | AD
5 | AE | EB | AC| CD| FB| DF
6 | AB | AC | BB BF| DOJDIF
| AE | BC_JABIBD]FC) DR
8 L “pp (| ABIFC | DB | BO
9 | U EB| DC| BF | AC
10 | BB | EF [AB|AD| FC|DC
11 | EB | BF |AE|AC|DF|CB
12 | oo pof|AB FC | AD | BF
13 U AE | DF | AC | BF
14 | AC | EC | AD|DB | EF | BF
351" | vejl2DFT[EDIEO
s | DC|BB|FD| AR
17 | AD | DC |AB|BE|FC| FE
18 | AD | BD | AC| OB | BF| BF
1 | eS| AC BELIO] B
20 b (DO ER)FO | A
2l | DC | DF JCA|BA | BF | EB |
22 | DC | ¥C | DATAB] EF[ BE,
2| up | wo | BELAC BRI AD
24 DF [ Ba | Fo | AB
"""" 95 | BF | FD | BE|EA| CD| BA
~ 26 | BF | BF | BD|DA| OB | CA'
| 27 FD | AC | FB | AB| EC | EA
| 28 | BF || FC | EB|ABICD| AC
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Aprés quoi si P'on considere sur ces mémes rapports les
cas intervertis, implicites, explicites, échangés, etc. qui en
dérivent, le nombre de ces rapports sera augments de
beaucoup.

Quant A nous, nous terminerons ici ¢ce que nous avions
a dire sur le quadrilatére plan. (14).

En Dieu seul est le secours, le refuge et la purete.

LIVRE IIL

PRECUMINAIRES A LA FIGURE CONNUE SOUS LA DEOMINATION DE QUABRILATERE
SPIERIQHE ET DE CE QUY EST NECESSAIRE POUR S'EN SERVIR UTILBMENT.

—— 3 .:\-3)3- —_——

CHAPITRE I

Notions préliminaires-

1. Si dans un méme cercle la corde de deux arcs iné-
gaux ayant une extrémité cominune et dont chacun est
moindre qu'une demi-circonférence est coupée par le dia-
métre passant par le point commun aux deux arcs, ce
diametre partagera la corde de la somme des arcs en deux
partics proportionnelles aux sinus de ces arcs.

¢ i

\

Soient AB AC deux arcs inégaux du cercle ABC, ayant
leurs extrémités au point A; BC, la corde de leur somme;
AR le diamétre passant par le point A; et soit la corde
BC partagée au point D en deux parties BD, DC, je dis que
DB __ sinus BA
DC ~ sinus AC’

~—]
K
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Démonstration. Abaissez BF, CH, perpendiculaires sur AI;
ce seront 13 indubitablement les deux perpendiculaires de
Parc; les deux triangles BFD, HCD, ainsi formés, ayant les
angles en D, éganx, comme opposés par le sommet, ct les
angles en I' et H, également éganx comme droits seront

BF BD
S I ]} S, t 1’ anrdy ——em——, L (. I‘. D.
semblables, et I'on aura CH—"0D C Q7T

Si dans le méme cercle I'un de deux arcs inégaux, dont

chacun est moindre qu'une demi-circonférence, s'applique
sur l'autre, de manidre que ces denx arcs se terminent an
méme point, tirez la corde de la différence du plus grand
sur le petit qui rencontrera lorsqu’elle sera prolongée, le pro-
longement du diamétre passant par 'extrémité commune aux
deux arcs, et alors les parties de la ligne comprises entre

Vextrémité de chacun des deux arcs et le diametre, seront en-
tre elles comme les sinus rvespectifs de ces mémes arcs.

c

Ainsi soient deux arcs AB, AC, inégaux, dans le méme
cercle ABC, ayant le point A commun (partant du point A)
et superposeés; soit encore BC, leur différence. Prolonges
la corde BC jusqu'a ce quelle rencontre en D le diamétre
BD _ sinus AD
DC ™ sinus AC

Démonstration. Lirez BF, CH, perpendiculaires sur le dia-
mistre AR; ces perpendiculaices seront les sinus des arcs
AB, AC; les denx triangles DHC, DI'B seront s’emblnbles

comme ayant Pangle D commun, et les angles H, F, droits,
BD BF,

CD — CH

AL prolongs, je dis que

et dés lors on aura rapport des deux sinus.

C. Q F. D.
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(est ce qui sc passe aussi-lorsque la rencontre de la
corde et du diametre alicu du coté de L, ainsi que cela est

indiqué dans la figare. Que si la corde de la différence
est paralléle au diamdtre alors les lignes sinus des deux arcs,
c. a. . les perpendiculaires BI, CIH sont égales, comme

cé_—/___\—‘g

paralldles comprises entre paralltles et comme cotés oppo-
sés ('un méme parallélogramme et & raison de 'égalité des

sinns lenrs ares sont respectivement supplémentaires et
comme si ils staient égaux. Le cas analogue a celui-ci
dans la fignre premiére, celle ol les deux arcs sont consé-
cutifs, ost celni oit la somme des devx arcs est égale & une
demi - civconférence; la corde de la somme devient alors
dgale & un diamdtre et le premier diametre (celni qui passe
par Vextrémité commune des deux arcs) est coupé au
centro méme; chacun des deux arcs devenant ainsi le sup-
plément de lautre. "

Nous avons posé comme condition de I'énoncé I'inégalité
des deux arcs, par la raison que s'ils étaient égaux et con-
sécutifs, leurs sinus coincideraient avec la corde et que
gils ¢taient superposés leurs sinus se confondraient, circons-
tances qui rendraient ’énoncé inapplicable, et dispenseraient
méme de toute démonstration.
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On peut d’allleurs réunir ]es deu\ propomtlons et les
denx démonstrations en une seule an moyen de l'énoncé
suivant: AB et AC sont deux arcs inégaux de la méme
circonférence ABC, qui ont une méme exrémité, le point
A, mais dont les deux extrémités B, C ne coincident pas.
Lia corde BC rencontrant le diametre Ali en un point D, je dis
BD  sinus AB
DC ~ sinus AC

Démonstration. Menez BF, CH, perpendiculaires sur le
diamétre AL: ces deux lignes représentent les sinus, et l'on
a deux triangles BFD, DCH, qui seront semblables: I'an-
gle 1) étant égal et les denx angles If, H droits, ce qui

BD BF

amdne — —

DC— CH

que

Du reste il est évident que la différence entre les deux
cas est celle que nous avons précédemment signalée entre
le cas explicite et le cas implicite.

Apprenez aussi, que la condition que chaque arc soit
moindre quune demi - circonférence n'est pas absolument
nécessaire. Notre énoncé est vrai d'une manidre absolue
pourva que les deux arcs aient des sinus. Que si tous les
deux, on l'un des deux n'ont pas de sinus, qu'il gagisse
de demi-circonférences, ou de circonférences compldtes, I'6-
noncé ne saurait recevoir d’application.

Drailleurs, des deux conditions sus-énoncées, I'nne n'est
pas nécessaire, dans les figures antres que celles ci-dessus
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par la raison qne dans la théorie du quadrilatére il s'agit tou-
jours d'ares moindres qu'une demi-circonférence, et que d’'un
antre coté dans la discussion des autres figures il y a lien
de distinguer les six cas suivants:

1° Tes denx arcs sont <~ quune demi-circonférence
2° ” n = » »
30 » ” > n n
4° T/undesdeux arcs est < » »
T/autre est = " "
7% T/undes deux arcs est = =
Lautre est -] » »
6° I'undesdeux arcsest > " »
L’antre est = » »

De ces six cas nous avons expliqué le 1°

Te 2° demeure exclu de la présente étude.

T 3° se ramdne au 1° Car si dans la figare précédente
nous prenons pour premier arc l'arc AEC et, pour second
arc Tarc ALB, la figure aussi bien que la démonstration
demeunrent identiques anx précédentes.— Ln effet de deux
choses 'une: ou BC — corde de la différence des deux arcs,
comme dans la 2" figure ot alors la chose est évidente;
ou bien BC—= corde de la somme, comme dans la 1 figure
et nous retombons ainsi dans ce qui a été dit.

Tre 4° et le G° rentrent dans la catégorie du 2°

Pour ce qui est du 5° on aura deux figures l'une pour

le cas implicite (superposition), 'autre pour le cas explicite
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(juxtaposition) lesquels rentrent I'un dans l'autre. Ainsi
dans le cas de juxtaposition si I'un des arcs est AB et
I'autre l'arc ARC, T'extrémité de AB et le point C devant
tomber nécessairement du méme coté du diamatre, la corde
ne peut rencontrer le diametre que hors du cercle; et il en
résulte une figure pareille 3 celle pour le cas de superpo-
sition : De méme dans le cas de superposition sil'un des ares est
AT et l'autre AEC, les extrémités des deux arcs tombant
de coté et d’autre du diametre, la corde rencontre le dia-
metre dans lintérieur du cercle et il en résulte une figure
pareille & celle pour le cas de justaposition.
C'est tout ce que nous avions & dire 1 dessus.

CHAPITRE 1I.

Sur In maniére de ealenler les ciotés et les angles d’un
triangle les uns par les autres.

Tout triangle rectiligne étant inscriptible dans le cercle,
chaque coté est 1a corde correspondant & l'angle du triangle.
C'est pourquoi on considére chaque coté comme la corde
de Pangle qui lui est opposé, ou plus exactement comme la
corde de I'arc opposé & cet angle. Bt comme les angles
sont entre eux dans la proportion des arcs qui leur cor-
respondent on évalue la grandeur des arcs a la place des
angles, et T'on dit de la mesure de Varc que c'est la me-
sure de l'angle qui lui correspond.

Iia circonférence de tout cercle est donc la mesure des
trois angles de tout triangle et les astronomes 'on divisée
en 360 partics égales. De méme ils ont divisé le diametre
en 120 parties & l'exception de lillustre Abou Rihan Albi-
rouni, qui, lw, divise le diamétre en deux parties de 120
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minutes dont le nombre concorde ainsi avec celni de Pautre
division. Aprés quoi les astronomes ont donné les moyens
de trouver les arcs, les cordes, et les sinus les uns par les
autves, d'aprés les principes de la géométrie ansi que cela
est expliqué dans Yintroduction de I'Almageste et dans
Fantres livres.

Ceci entendu il nous faut ajouter, que dans les opérations
astronomiques, aussi Lien que dansl'étude des figures, il y a
grande utilité » connaitre la manitre de trouver les uns
par les autres les cotés et les angles de tout triangle yec-

tangle vectiligne. Tt comme dans toute recherche de ce

genre, il est indispensable de connaitre quelques unes de
ces quantités pour en déduire les autres, on a établi dans
ce but des rdgles fondées sur les arcs et les cordes ou bien
sur les ares ef les sinus. Nous exposerons donc tout d'a-
bord ce qui a trait aux ares ef aux cordes en commencant
par les triangles rectangles.

Tour cela, il faut connaitre un angle autre que Iangle
droit, ou deux co6tés, ou bien un co6té et un angle autre
que langle droit. De la trois cas a considérer:

I._ Si Pon ne connait qu'un angle antre que Vangle droit
on trouvera le troisiéme angle, et le triangle sera déterminé
quant & ses angles et leurs rapports, sans qu'on puisse
néanmoins connaitre la vraie grandeur de ces cotés.

IL._ Si l'on donne deux cotés, on trouvera le 3" en

prenant la racine de la somme on de la différence de deux
A

C

carrés et une fois les trois cotés déterminés on dsterminera les
trois angles aussi, Soit ABC un triangle rectangle inscrit; le
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apport de Thypoténuse AC & AB sera égal anrapport de
120 parties représentant le diamétre & A, sclon la me-
sure d'aprés laquelle le diametre est égal i 120. Ayant de-
terminé A dans cette mesure, on aura trouvé aussi l'urc
AB qui est Ja mesure de 'angle ACB. Dans ce cas ce qui
restera dela demi-circonférence serala valeurdelangle BAC.(1)

IIL _ Si les données sont un angle et un cots, l'angle
connu donnera l'angle inconnu et les cordes des angles,
c.dd. les trois cotés seront dansla mesure d’apres laquele
le coté opposs a langle droit, jentends le diametre, sera
de 120; ct le rapport du coté connu & un autre coté sc-
ra égal au rvapport de la corde de langle qui a pour
corde le coté connu, a Ja corde de l'angle qui a pour
corde Pautre coté, selon la mesure d'apres laquelle la corde
opposée & l'angle droit est de 120. On connaitra ainsi
un autre coté du triangle et I'on procédera de méme pour
le 3¢,

Pour les triangles non rectangles, si I'on connait seule-
ment un ¢6té ou deux cotés, ou un angle et un coté il
est impossible d’en tiver autre chose. Pour cela il faudra
connaitre deux angles, deux angles et un coté, deux cotés
et un angle, ou les trois cotés. Ce qui fait quatre cas i
considérer.

I_ On connait les deux angles. On en tirera le 3% ¢t
I'on connaitra les angles, selon la mesure dapis la-
quelle le diametre est de 120. Le triangle sera ainsi défini
quant & sa forme, sans que cependant on arrive & connai-
tre la grandeur vraic de ses cotés.

IL. On donne deux angles et un coté. Dans co cas lo
3% angle est connu ainsi que les trois cordes (tabulaives);
et le rapport de la corde de l'angle opposé au c¢oté connu
a la corde de Tangle opposé au coté inconnu, sclon la
mesure d'aprds laquelle le diamétre est de 120, est 6gal
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aw rapport du coté connu, & Pautre coté. Ce dernier cots se-
ra donc comnu, et l'on procédera de méme pour le 3™
cOte.

TH.. On donne deux cotés et un angle. Si cet angle est
opposé & I'un des cotés domnés, le rapport de la corde
(tabulaire) opposée d Tangle connu, & sa corde qui corres-
pond an coté commu sera égal an rapport des denx cotés.
Ceci fera connaitre VYautre angle. On trouvera alors le 3™
angle et le 3™ ¢oté aussi. Que si angle donné est compris
entre les deux cotés donnés, comme Vangle A est compris
entre les deux cotés A3 AC, abaissez de BB sur AC la
perpendiculaive BE. Vous aurez ainsi le triangle rectangle

BEC dont nous connaissons le coté AB et I'angle A; on
en tirera B, 1A, ¢t Pon retombera ainsi dans un des cas
précédents; c. i . dans le cas ou B, CE sont connus;
on connaitra dés lors BC et I'angle C, comme nous 'avons
expligune.

1V.— On donne les trois cotes du triangle ABC.

Nous caleulerons lu perpendiculaire selon la regle ordi-
naire; en prenant Vexcédant entre les deux carrés de BA,

4 A

E ¢ 3 ¢ E B

BC et le carré de AC, que nous diviserons par le double
de BC; le quotient sera B, et alors la racine de lexcé-
dant du carré de AB sur le carré de BE, donnera la per-
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pendiculaire. On aura ainsi deux triangles rectangles dont
on pourra déterminer les angles, au moyen desquels on dé-
terminera ensuite ceux du triangle ABC.
Voila en quoi consiste la méthode des arcs et des cordes.
Quant & celle des arcs ef des sinus, la notion fondamen-
tale en est que le rapport des cotés est égal an rapport des
sinus des angles opposés & ces cobtés.—

Soit le triangle ABC, je dis que:
AB: AC:: sinus angle ACB: sinus angle ABC. (2).

Cas du triangle Cas du triangle
obtusangle. acutangle.
D
T
A
KF E it 5 K ¢ 1 B ¥ I

Démonstration. Prolongez BC jusqu’a ce que CE=60 De
C avec un rayon égal a CE décrivéz LD et prolongez CA, jus-
qu'a sa rencontre avec cet arc en 1. De D abaissez la per-
pendiculaire DF sur CE, DF —=sin ACB. Prolongez égale-
ment BC, jusqu’a ce que BH = 60. De B avec un rayon =BH
décrivez HT qui sera coupé au point T, par le prolon-
gement de AB. Abaissez la perpendiculaire TK, ce sera le
sinus de l'angle ABC. De A abaissez AL perpendiculaire
sur CE, vous aurez; AB:AL::TB (rayon): TK. (A cause
de la similitude des triangles ABL, TBK,) et & éause de
la similitnde des triangles ALC, DFC,

AL: AC::DF: DC (rayon);d'od par la proportion réglée :

AB: AC::DF (sin ACB): TK (sin ABC) ¢. q. f d.

Autrement :

Abaissez AE perpendiculaire sur BC; prolongez AB, AC
jusqu’ay ce que AF=AD—60=R. Décrivez arc DH. Mencz
FK, TD perpendiculaires sur AH. Dans le triangle ABE
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langle 1§ étant droit, B sera le complément de A;
D'T'=sin A; AT :=sin B. De méme dans le triangle ALIC,
A+C = arc de demi-circonférence FK = sin A ; KA =sinC.

Cas du triangle Cas du triangle
obtusangle acutangle
A
A
¢ B
Ly
5 ¢ a2
T D
) K F K
b N H
H

It & cause de la similitude des deux triangles ABE, ADT;
AB: AL:: AD (rayon): AT (sin. B); de méme

ATL: AC:: AK (sin.C): AF (rayon), a cause de lasimilitude des
deux triangles, AEC, AKF, ce qui par I'égalité troublée nous
donne AB: AC:: AKX (sinus C): AT (sinus B). C. Q. F. D.

Ces points ainsi élucidés je dis ce qui suit:

Comme les angles a la circonférence sont la moitié des
angles au centre lorsqu'ils interceptent un méme arc surla
circonférence et que I'angle droit au centre a pour mesure
le quart de la circonférence, la mesure des frois angles
d'un triangle est égale & une demi-circonférence et les sinus
qui sont la moitié des cordes, lorsque mous en faisons
usage pour la mesure des angles remplacent les cordes ct
ramenent les angles au centre. (3).

Ainsi s'agissant d'un triangle rectangle, si nous connais-
sons ses cOtés, par la méthode des sinus, I'hypoténuse sera
& I'un des cotés dans le rapport du rayon au sinus de l'an-
gle opposs & ce coté et par le sinus on trouvera l'angle.
Et si ce qui nous est donné est un angle et un c6té nous
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connaitrons par 14 méme les angles du triangle rectangle et
le rapport du sinus de I'angle opposé au c6té connu, au sinus
de I'antre angle sera égal au rapport du coté donné i 'antre
coté. Par la on connaitra les cotés.

Pour ce qui est des autres triangles, si'on connait deux
angleset un coté, on trouvera les deux autres cotés d’apres
ce que nous avons dit sur le triangle rectangle. Si les
données sont deux cotés et un angle (non compris) le rap-
port du coté opposé & l'angle connu — & Vautre coté, sera
égal au rapport du sinus de l'angle comnu au sinus de
I'angle opposé & lautre coté. It lorsque vous aurez connu
les angles vous connaitrez aussi le c6té restant. — Si
langle était compris entre les deux cotés donnés on agira
comme il a été dit. — Si les données consistent dans les
trois cotés, trouvez d'abord la perpendiculaire comme il
a eté dit, aprés quoi, vous powrrez connaitre les angles
comme vous les trouveriez s'il se fat agi d'un triangle
rectangle.

Ici se termine ce que nous avions A dire sur les triangles.

CHAPITRE III.

Régles dont In connaissance est trés-utile dans Ia théorie

du quadrilatére plan.

Si dans un méme cercle I'on connait la somme.de deux ares
inégaux, consécutifs dont la somme soit moindre qu'une
demi-circonférence et si 'on connait en oufre le rapport
des sinus de ces deux arcs entre enx, on peut déterminer
chacun de ces deux arcs.
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Soient dans le cercle ABC, deux arcs A1, AC dont les

extrémités se touchent au point A: on donne leur somme
sin AB

BAC < L circonférence, ainsi que le rapport sin AC

je dis qu'on peut déterminer AB, AC.

A
%)

\.‘
\ . /
\\‘ I‘

Démonstration. Tirez la corde BC et le diamétre AE qui
se coupent en D. Menez du centre, FH perpendiculaire
sur CB, joignez BF. L'arc BAC étant connu on connait

aussi la corde BO; sin =1 étant connu on connaif aussi
10l5) que nous supposerons égal i 2EG
DC KL

. .DB4+DC=BC TK+XL=TL BC

On en tire: — . DB, BC, —

n en tire DH TR B,BC,BH ( 3 )

et par conséquent DH et FH (cosinus de la moitié de l'arc
BAC) sont ainsi des lignes connues. Maintenant dans le
triangle rectangle DHF on connait les deux cotés de l'angle
droit et par conséquent I'angle DFH. D'ailleurs BFH (qui
correspond a la moitié de l'arc BC) est connu. On arrive
ainsi & déterminer l'angle BFA, qui correspond & 'arc BA,
et d2s lors l'arc AB lni-méme. C. Q. F. D.

De méme, soient pris dans le cercle ACB,les deux arcs
AC, ACB, tels que nous venons de les définir, ayant A
pour extrémité commune; et soit arc BC—= ACB — AC,

B, je dis qu'on pent arriver a dé¢-

et 8in
connu, amsl que G

sin
terminer chacun des denx arcs AC, AB.
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Démonstration. Taites la construction indiquée dans la
sinAB _ TL _ BD
sim ACT KL™ CD

figure; BC, HC =£20 sont connus;

BC TK
g — — =, Par 12 1D;
et par conséquent b =7 T 1a on connaitra DC et HD
on connait aussi HF = cosinus de B?C Dans le triangle

rectangle HFD, on connait ainsi les deux cotés HD, HF,
et par conséquent l'angle HFD, et aussi Yangle HFC qui
a pour mesure la moitié de l'arc commun BC. Par Ia
on arrivera & connaitre l'angle CFA, ainsi que larc
AC.C.Q.T.D. (4)

Si sin AB>> sin AC, on a lintersection du coté de A:
mais si sin AB < sin AC, on aura l'intersectiondu coté de L.

Si les sinus sont éganx, la corde sera parallzle au diametre.

Etablissement du calcul sans démonstration pour
le premicr cas.

Multipliez le sinus de la demi-somme des deux arcs
(BH) par le plus grand des deux termes du rapport don-
né; — divisez le produit par la somme des deux termes et
doublez le quotient, vous aurez DC. Retranchez-en le sinus
de la demi-somme des deux arcs; la différence que nous
appelons la refenue sera la ligne DH. P’renez la racine carrée
de la somme du carré de laretenue et du carré du cosi-
nus de la demi-somme des deux arcs (FFH); multipliez la refenue
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par 60 et divisez ce produit par la racine (DI); cherchez-
en ensuite l'arc dans la table des sinus; augmentez cet arc
(angle DFH) de la demi-somme des arcs, ce que vous
obtiendrez ainsi sera le plus grand arc AC; retranchez cct
arc de la somme et vous aurez le plus petit. (5).

A
]

9
\\4

B

P

S
E

Dans cette opération nous supposons que la somme des
deux arcs est moindre que la demi-circonférence, par la
raison que c'est le cas quise présente le plus souvent en
astronomie. Cependant, si I'on suppose que la somme des
deux arcs est moindre que la circonférence et que chacun
des deux arcs est moindre que la démi-circonférence, re-
tranchez chacun d’eux de la demi - circonférence, alors ce
qui restera aprés la soustraction du plus grand arc sera
le plus petit, et ce qui restera aprés la soustraction du
plus petit, sera le plus grand et vous aurez ainsi ce que
vous chercliez. Que si la somme des deux arcs est égale 2
la demi-circonférence ou a la circonférence entigre, vous ne
parviendrez pas & connaitre les denx ares par ce procédé. (6).

Etablissement du caleul pour le second cas.

(On connait le rapport des sinus et la différence des arcs).
Multipliez HC le sinus de la demi - différence des deux
arcs, par le plus grand des deux termes du rapport donné,
et divisez le produit par la différence des deux termes du
rapport; doublez le quotient, vous aurez BD. Retranchez-
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en le sinus de la demi- différence. Ce qui restera, 1D, nous
lappellerons la retenue; prenez la racine carrée de la som-
me du carré de la retenue et du carré du cosinus de la
demi-différence, multipliez la retenue par 60 et divisez par
la racine (DF). Cherchez I'arc correspondant dans la table

des sinus, vous auvez l'angle HFD; ajoutez-y la demi diffé-
rence, le résultat sera le plus grand arc BCA ; retranchez
en la différence, le reésultat vous donnera le plus petit
arc AC, et le caleul se terminera icl, si le sinus du plus
grand arc est plus grand que le sinus du plus petit. Dans
le cas contraire, nous en prenons les suppléments. Que si les
deux sinus sont égaux, c. a. d. si les deux termes du rap-
port sont égaux nous n'avons plus besoin de ce calcul, car
alors nous prenons la moitié du supplément de la différence
et ce sera le plus petit arc. (7).

Autre procédé de I'Emir Abou-Nasr-Ben-Irak.

Tracez un cercle; prenez sur ce cercle deux arcs AG, CB,

LIVRE TROISIEME. 77

doubles des arcs inconnus, dont on connaif pourtant lu som-
me ainsi que les rapports des sinus; ou Dbien si -les fleux
arcs ABC, BO, sont les arcs doubles de ceux qui dow.er'lt
gtre retranchés V'un de Tautre, on connait que leur diffé-
rence est la moitié de Yarc AB et que leurs sinus sont
dans un certain rapport. Menons les cordes AB, BC, CA.
On connait AB c¢. a. d. la corde de l'arc double de la som-
me des deux arcs cherchés ou bien la corde de leur diffé-
rence. On ne connait pas les cordes AC, CB c. a. d. les
cordes des deux arcsinconnus. Du point B menez sur la corde
AG, la perpendiculaire BE; il y aura cinq cas & considérer

selon que la perpendiculaire tombera:
1° Hors du triangle du co6té de A.
2° Sur la droite AB avec laquelle elle se confondra.

I 1I.

3° Dans lintérieur du triangle.
4° Sur la droite BC avec laquelle elle se confondra.
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5° Hors du triangle au-dela de C,

)
LN

Dans tous ces cas dans le triangle rectangle BEC, les

deux cotés BE, CE, seront connus selon la mesure d’apres

1
laquelle BC==60; et comme on connait le rapport %i%
on connaitra aussi AC d'apres cette mesure. Donc Al
sera connu; et de AL, EB qui comprennent l'angle droit
on tirera AB selon la mesure d'apres laquelle BC = 60.
Car l'angle BCE ==BCA est connu du moment que l'arc
AB est connu. La connaissance de la corde AB fera ainsi
connaitre BC et du moment qu’on connaitra la corde BC
on connattra aussi l'arc BC.

Maniére dont ce géométre établit som ealeul
pour le 1¢r eas.

Multipliez par 60 (BC) le conséquent du rapport donné

(correspondant 2 la ligne AC); divisez par l'antécédent
1

(qui correspond & BC. c. a.d. qu'on a L;%:%-) Clest ce

que nous appellerons le produit du conséquent. Si la somme

des deux arcs est < -+ circonf. (fig.5) augmentez le produit

du conséquent du cosinus de lasomme des deux arcs (ligne CIi).

Nous appellerons cette quantité la retenue (ligne AL).
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Que si la somme des deux arcs >> % circonf. (fig. 1. 2. 3.)
prenez la différence entre le produit du conséquent et
le cosinus de la somme (CE) ce qui constitnera la
retenue (AE). Ajoutez le carré de la retenue (AR) an
carré du sinus (EB) de la somme des deux arcs et pre-
nez-en la racine. Divisez par cette racine le produit du
sinus de la somme des deux arcs (BE) par 60, et cher-
chez larc dans la table des sinus. - Maintenant si l'exces
est du coté du produit du conséquent comme dans la fig. 3,

arc BAC

alors cet arc sera l'arc cherché( ),-et c’est celui

qui correspond au terme antécédent du rapport. Que si
l'exces est du coté du cosinus de la somme de deux arcs
BAC )

S .

Sl y a égalits, comme dans la fig. 2, alors Yarc demandé
qui correspond 2 lantécédent est le quadrant. Et si la som-
me des deux arcs (ACB)=:z un quadrant (fig. 4.), prenez
la racine de la somme des deux carrés de l'antécédent et
du conséquent (CB, CA) divisez par cette racine le pro-
duit de I'antécédent par 60 (le rayon) et trouvez l'arc dans
la table des sinus; Varc ainsi obtenu sera l'arc demandé

(fig. 1.) cet arc serale supplément de l'arc cherché (

(B?C-) qui correspondra & I'antécédent. T/opération sera ain-

81 terminée.

Jtablissement du ealeul pour le 24 ens.

Multipliez le conséquent du rapport donné (qui corres-
pond & la ligne AC) par 60(le rayon =BC) et divisez-le par
Pantécédent (qui correspond 2 la ligne BC), a la condition
que Vantécédent correspondra au plus petit arc (arc CB).
Cest le produit du conséquent. Apres quoi, si Vexces de l'arc
est plus grand quun quadrant (fig. 5) ajoutez le produit
du conséquent (ligne AC) et le cosinus de lexcds (ligne
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CE). C'est ce que jappellerai la retenue (ligne AE). Que

arc2AB) est ‘< quadrant. (fig. 1. 2. 3.)

nous prenons la différence entre le produit du conséquent
(ligne AC) et le cosinus de I'exces (ligne CE); ce sera la
retenue (ligne AL ). Maintenant nous prenons la racine
carrée de la somme du carré de la retenue (ligne AL) et
du carré du sinus de I'exces (ligne EB) et nous divisons par
cette racine le produit de la multiplication du sinus de
V'exces (ligne EB) par 60; le résultat sera un sinus dont nous

trouverons I'arc, arc qui sera ou bien l'arc connu

(ﬂ-?—Ag), correspondant a l'antécédent, le petit are, fig. 3.

si l'excds de Tarc (

on la différence est du coté du produit du conséquent — on

arc BAC

bien le supplément du petit arc ). fig 1. onla

différence est du coté du cosinus de P'excés. Que si le pro-
duit du conséquent et le cosinugs de l'exces sont égaux,
comme dans la fig. 2. alors le petit arc correspondant &
Iantécédent est égal & un quadrant. Et si Vexces des deux
arcs est égal & un quadrant comme dans la fig 4. nous
prenons la racine de la somme des carrés de 'antécédent
et du conséquent et nous divisons par cette racine (corres-
pondant & AB) le produit de la multiplication de I'antécé-
dent par 60. (rayon). Le résultat sera le sinus du petit arc
(arc BC) et l'opération sera terminée.

Ce cas, c¢. & d. le cas ou la somme des deux arcs on
leur différence est un quart de cercle, est trés fréquent
dans les opérations astronomiques. On peut aussi suivre une
antre voie et dire:

Du moment od le rapport de I'antécédent ai conséquent
est égal & celui du sinus d’'un arc & son cosinus, le rap-
port du carré de l'antécédent & celui du conséquent sera
comme le rapport du carré du sinus au carré de son co-
sinus et componendo: le rapport de la somme des deux car-
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rés de V'antécédent et du conséquent au carré de 'un d’enx
sera égal au rapport de la somme des carrés du sinus et
du cosinus ¢. a. d. au carré du rayon d I'in des deux
carrés; et le rapport de la racine de la somme des denx
carrés du conséquent et de Vantécédent 2 l'antécédent on
au conséquent sera égal au rapport du rayon au sinus ou
au cosinus de cet arc. L'opération a lien comme ci-dessus,
et son utilité consiste en ce que on peut ainsi parvenir
A connaitre le sinus d'un arc qui est 'un des deux arcs
dont ou connait la somme ou la différence. La figure du qua-
drilatere, ainsi qu'on verra plus bas, permet d'établir le rap-
port des deux sinus entre eux et alors on trouvera lincon-
nue par la voie méme que nous venons d'indiquer dans ce
chapitre.



LIVRE IV.

DU QUADRILATERE SPHERIQUR BT DES RAPPORTS QU'ON Y DECOUYRE.

CHAPITRE L

En quoi consiste le quadrilatére sphévique.~Indications
quant i In discussion des rapports quw’on y trouve.

Soient ABKT, BCFN, ACKN, EDTL, quatre grands cer-
cles de la surface d'une spheére, dont pas plus de deux ne

s¢ coupent en un méme point. Ils auront douze points
communs A,B,C,D,E F,H,K,L,M,N, T, et chaque cercle
sera partagé en 6 arcs, dont chacun constituera un coté
de la figure. On aura ainsi 24 arcs en tout, et la surface
de la sphere sera partagée en 14 parties; six quadrilatéres
(1,3,5,9,12,13) et huit triangles (2, 4,6,7,8.10,1 1,14=NK1")
Chaque arc sert & la fois de coté a un quadrilatére et a un
triangle, et chaque angle a pour opposé par le sommet un
angle dune autre figure de méme espdce. On voit sur la
figure que les angles formés autour du point A, p. e. ap-
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partiennent deux & deux, & deux triangles ACB, ADLE, et
4 deux quadrilatéres ABEM, ACHD. Chaque quadrilatere
aura ainsi ses quatre cotés éganx a quatre cotés de quatre
triangles, et ses quatre angles égaux & quatre angles de
quatre quadrilatéres, tandis que chaque triangle aura ses
cotés égaux a des cotés de quadrilateres et ses angles é-
gaux 3 des angles de triangles.

Chaque quadrilateére pris avec les deux triangles placés
sur deux de ses cotés consécutifs formera un quadrilatére
complet; la figure ainsi formée comprenant quatre colonnes
(grands co6tés) dont chacune est coupée sur trois points
(ce qui donnera douze arcs trois par trois sur chaque co-
lonne) et quatre triangles chacun formé de trois lignes,
ainsi que cela a été expliqué.

La figure formée, comme il vient d’étre dit, par un qua-
drilatere et deux triangles, c'est ce que nous appelons qua-

T \p
drilatére sphérique complet, Ainsi le quadrilatere ADCH,
avec les deux triangles ABC, CHT, situés sur les cotés
consécutifs AC, CH de ce méme quadrilatére, nous donne

un quadrilatére sphérique complet, pareil an quadrilatére

plan, si ce n'est que les droites sont remplacées par des
arcs de grands cercles.

Tout quadrilatére donne ainsi naissance & quatre figures
de quadrilatére sphérique complet. Par exemple; le quadrila-
tere ADCH, prisavec les triangles (ABC, CHT), (ABC,AED),
(AED, DHF), (DHF, HCT) forme successivement quatre
figures de quadrilatére sphérique complet; et comme l'inter-
section de quatre cercles donne, comme on le voit, six
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quadrilatéres, il y aura en tout 24 figures de quadrilatére
sphérique complet sur la surface de la sphere. Ces figures
seront égales ou correspondantes les unes aux autres. La
figure MNFDAE, p. e. est égale ou correspondante a la
figure KLBCHT. En effet la colonne (grand coté) MNF
du 1 quadrilataire sphérique complet est égale & la co-
lonne (grand coté) HCB du 2" quadrilatére sphérique
complet, par la raison que MNFH et FHCIB sont des demi-
civconferences, (ainsi que cela est établi dans la proposi-
tion XII du Livre 1 de Théodose d’apres laquelle deux
grands cercles se coupent toujours en deux parties égales);
de sorte que retranchant de part et d’antre 'arc FH, on aura
MNIF=HCB.De mémeMED=—=HTL;ADF =KLB;AEN=KTC
On démontrera également que les deux cOtés des deux
triangles correspondants des deux quadrilateres sphériques
complets, ainsi que leurs quadrilatéres sont égaux, et que
les angles correspondants sont égaux. Par la il demeure
démontrs que des 24 quadrilatéres sphériques complets les
12, correspondent aux 12 autres.

Quant aux rapports dérivant du quadrilatére plan et qui
sont développés dans la discussion des trois propositions
de notre Livre II° ils se vérifient tous ici entre les sinus
des arcs des quadrilatdres sphériques complets tels quels et
sans aucune différence, circonstance qui nous dispensera
de revenir ici sur des explications et des démonstrations
que nous avons déja fournies.

CHAPITRE 1I.

Indication générale de la démonstration— et démonstra-
tion de 1a proposition de ln 1ir* espéce comnue sous le
nom de rapport explicite de Ptolémée. ()

Nous appliquerons tout d’abord la démonstration 2 la
proposition ordonnée de la premidre espéce, et nous nous
) V. Livre 1. Chapitee X. - -
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servirons de ce que nous en aurons dit pour les autres pro-
positions.

Lorsque nous voulons démontrer que le rapport des sinus
de deux arcs du quadvilatere sphérique est composé de
deux rapports fournis par les sinus des quatre autres arcs,
de sorte que ces six arves donnent naissance entre leurs
sinus & un rapport ordonné de la premidre espéce, nous
devons déterminer en premier lieu, quels sont la colonne
et le triangle inactifs, comme nous 'avons fait précédemment
aussi. Aprés quoi, nous joignons par des droites les som-
mets des angles du triangle inactif, en d'autres termes
nous menons les cordes des arcs qui constituent le triangle,
et aussi trois droites qui partant du centre de la sphere
aboutissent aux trois points situés sur la colonne inactive,
lesquelles droites seront des rayons et rencontreront né-
cessaivement les "trois cordes du triangle inactif de ma-
nidre que chaque rayon coupe la corde de I'arc sur lequel
se trouve le point ou il (le rayon) aboutit. Ces trois inter-
sections des rayons avec les cordes seront situées dans lo
plan du triangle déterminé par les ‘trois cordes du trian-
gle inactif et le plan du grand cercle auquel appartient
Parc de la colonne inactive; en d'autres termes, les trois
points en question seront situés sur lintersection de ces
deux plans. Or Euclide démontre dans ses Eléments, que
l'intersection de deux plans ne peut étre qu'une ligne droite.
En conséquence les trois points aussi seront situés sur
une méme droite; et cette droite formera avec les trois
cordes du triangle inactif, un quadrilatére plan, dont les
relations et les propriétés serviront A démontrer celles du
quadrilatdre sphérique, moyennant ce qui a été é&tabli
dans notre Livre III*™. §'il arrivait qu’une de ces trois
cordes fat parallele & l'un des rayons qui entrent dans
la question, il y aurait lien & un rapport composé formé
ou bien d'un rapport égal au rapport composé lui-méme
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et d'un rapport d'identité, ou lien d'un autre rapport et
de son inverse, ainsi que nous allons le démontrer.

Soit ‘un quadrilatére sphérique déterminé par les 6
points ABCDEF.

/
P
~ b N
=

Le rapport explicite de Ptolémée revient comme on
Pa vu a la proposition ordonnée de la 1%° espece et je
sin BE _sin BF_ sin DC
sin BA~ sin FD"'sin CA'

Ici Parc EFC sera la colonne inactive; — ABD,le triangle
inactif.

Tirons les droites AB,AD,DB; ce seront les cordes du
triangle ABD.

Soit H le centre de la sphere; par ce point menons
aux trois points, C, B, F, de la colonne inactive les rayons
HC, HE, HF — ces trois rayons se trouveront dans les
plans des cercles qui fournissent les arcs du triangle inac-
tif, dans lesquels plans se trouveront aussi respectivement
les cordes de ces mémes arcs. — Par conséquent: HE et
la corde AB se rencontreront dans le plan du cercle
BEA — au point T. p. e; de méme HF et la corde BD
qui sont dans le plan du cercle BFD, se rencontreront
au point X. p. e. Quant au rayon HC et & la corde AD,
qui sont situés dans le plan du cercle ADGC, il arrivera
qu'étant prolongés ils se rencontreront, ou bien quils se-
ront paralidles Supposons en premier lien qu'ils se coupent.

A. Les deux lignes HC et AD se coupent.

dis qu'on aura toujours
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Dans ce cas ces deux lignes pourront se couper du coté
de CD ou bien du coté de DA. De 1a deux hypotheses:
1*¢ hypothése. Les deux lignes HC et AD se coupent du
coté de CD au point L, p. e. Dans ce cas, les points T, K, L
seront ‘situés dans le plan du triangle BAD formé par
les cordes du triangle inactif et aussi dans le plan du cer-

cle EFC qui est aussi celui des trois rayons; donc ces .

trois ponts T, K, L, se trouveront juste sur lintersection
de ces deux plans, ¢. a. d. sur la droite TKI, laquelle
avec les trois cordes donnera naissance au quadrilatére
plan BTADLK; et dans celui-ci on aura ainsi qu'il a 6t6
expliqué: ,
BT BK w DL DL Mais BT _ sin BE, BK __ sin BF
TA™ KD " LA TA ™ sin EA' KD~ sin FD’

DL __ sin DC
LA~ sin CA

d’otr remplacant les rapports

———, comme cela a 6t6 établi dans notre Livre ITI*"(!)

BT BK DL
TA' KD’ LA
sin BE __ sin BF _, sin DC

sin A sn FD 2 sin CA- & @ £ d
2 hypothése. Lia rencontre dé¢ la corde AD avec le ra-
yon HC, a lieu du coté de AH. L

, par leurs ¢-

gaux, on obtient

Dans ce cas il faut recourir & un autre quadrilatére
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de ceux que l'on peut former sur la surface de la sphere
et reporter & ce nouvean quadrilatdre tout ce que nous
avons dit jusqu'ici. A cet effet nous prolongeons les arcs
CDA, CFE, jusqu'a ce qu’ils se rencontrent de 'autre cote
an point M, de manitre que CDM, CI'M, soient des demi-
circonférences, d'aprés ce qui est établi dans le Livre I
des Sphériques de Théodose. Maintenant, lorsque nous au-
rons prolongé le rayon CH aussi an dela du point M, il
rencontrera la corde DA en L, les trois points K, I, I,
se trouveront encore sur une méme ligne droite, intersec-
tion du plan du cercle EFC de la colonne inactive, avec
le plan ABD, des cordes du triangle inactif et l'on aura
aussi le quadrilatére BKD ALT, dans lequel:
B BK . DL
TA~ KD 7 LA’
A ; . .
suivante :z gi = ::: i:}; X ::2 ]l?(I]i Mais dans le quadri-
latere primitif les arcs DM et DC, AM et AC étant sup-
plémentaires on aura: sin DM = sin DC, et sin AM =sin AC;

d'ott remplagant dans I'égalits de tout & I’heure on a, comme
sin BE _ sin BF _ sin DC q £ a

sin BA  sin D 7 sin CA °
B. Les deux lignes HC et AD sont paralléles.

Dans les deux hypotheses que nous venons de traiter la
corde AD rencontrait le rayon HC; que si la corde AD
et le rayon HC se trouvent &tre paralleles, complétons les

demi-circonférences MAC, MFC comme il a été dit et me-
nons le diametre MC.

égalits qui peut étre remplacée par la

dansla 1°® hypothese,
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Je dis que TK et le diametre MC qui se trouvent dans
le plan du cercle MEC sont parallgles. S'ils ne 'étaient pas,
ils se rencontreraient en quelque point I. Alors les trois
points I, A, D se trouveraient & la fois dans le plan du
triangle BAD et aussi dans celui du cercle MAC, LAD
serait une ligne droite et les deux lignes DA, CM, se rencon-
treraient en I.. Ce qui est contraire & I'hypothese d’apros la-
quelle DA, CM sont paralleles. Donc 'TK sera paralléle au dia-
metre CM, et par conséquent a AD aussi. (Autrement). Si
TIX n'est pas paralldle au diametre MC et & la corde A,
menons du point T, dans le plan du triangle ABD, 'I'S
parallele & AD, et aussi dans le plan du cercle MFC,T'V
parallele & MC; alors TV et AD étant paralleles a MC
seront anssi paralléles entre elles; 1I'V, et TS paralléles a
AT seront également parallzles entre elles; tandis qu'elles
concourent au point T Donc enfin TK est parallele & la
corde AD. Or, dans le triangle BAD, ,]% = 1]2—%
Mai sin BE _ BT sin B _ BK ., = sin BE _ sin BF

a1y, ———=m——, ————=_ . d'oll — = .

sin KA TA sin FD KD sin BA  sin I'D
Drailleurs sin AC —sin CD — car AD étant parallele a MO,
les perpendiculaires abaissées de A et D sur MO et qui cons-
tituent, les sinus respectifs des arcs AC, CD sont égales — donc
sin BE __ sin BF _ sin AC
sin BA ™ sin FD 7 sin CD
(ce dernier rapport étant un rapport d'identité). c. q.f d.

Et voila comment le rapport en question se trouve com-
posé dans toutes ces hypothdses des deux rapports sus-in-
diqués.

Dans tous les cas qui se raménent a la proposition de la
1% espece toutes les fois que l'on aura pour colonne inac-
tive I'arxc BFGC, et pour triangle inactif, le triangle BAD,
la figure sera disposée comme il vient d'stre dit et la dé-
monstration aura lien en conséquence. Kt aussi toutes les

on pourra écrire cette fois-ci encore
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fois que T'on aura pour colonne inactive I'arc BFD et pour
triangle inactif, le triangle CEA, la différence comsistera cn
un simple changement de cotés. Quant a la figure et a
la démonstration, elles restent absolument les mémes.

Mais nous croyons préférable de ne pas nous engager
dans les détails a ce sujet.

CHAPITRE IIL

Démonstration de In proposition connue sous le noin

de rapport implicite de Ptolémée.

Pour ce qui est du rapport implicite et de sa démons-
tration, Ptolémée se borne 4 prolonger deux des colonnes
du quadrilatére qu'il s'est proposé, jusqu'a compléter deux
demi-circonférences. De la sorte il forme un nouveaun qua-
drilatere au moyen duquel et de la démonstration du rapport
explicite, il prouve ensuite la proposition concernant le
rapport implicite.

Ainsi soit ACI'B le quadrilatere proposé, le rapport im-
sin BA _ sin BD _, sin FC

sistera & poser — —— : -,
GRS I sin AE  sin DI X sin CIi

Démonstration. Prolongez chacune des colonnes BA, BD
jusquwd ce qu'elles se coupent, de maniére & compléter les
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demi-circonférences BAH, ADH. D’apres ce qui a été dé-
montré au chapitre précédent on aura dans le quadrilatere
CEHD, ainsi formé: (rapport explicite).
sin HA __sin HD _, sin FC . .
—E DT X —CF" Mais sin HA = sin BA;
. . sin BA _ sim DB _, sin FC
sin HD) = sin DB; donc Si;l AR = DT 5 OF

Ici la démonstration s’applique bien a l'hypotheése. Com-
me toutefois le but qu'on s'est proposé dans ce traité est
de comprendre tous les genres de propositions et de dé-
monstrations qui ont trait a cette figure, et d’en épuiser
toutes les variétés, nous croyons de notre devoir d’apporter
des démonstrations plus conformes & I'uniformité des prin-
cipes qui doivent prédominer dans un travail systématique
de manidre que tout ce que nous dirons de cette figure,
constitue un tout complet et bien proportionné dans toutes
ses parties. (')

Ainsi que Dieu nous soit en aide.

La proposition implicite consistant dans le rapport
composé des sinus des arcs BA, AE, on aura comme colonne

c. q fd

inactive I'arc ADC et comme triangle inactif, le triangle
FEB; - menez les cordes FE, EB, FB et les trois rayons

() Ea d'autres termes, 1a démonatration de Ptolémée ne tenant pas compte ni dels colonne et
du triangle inactifs, ni de la r tre des rayons avec les cordes, ni des autres circonstences que
notre auteur a prises comme bases de son argumentation sussi bien dans la théoris générale ex-
posée dana le Livre IIéme que dana le chapitre précédent, celte démonstration de Ptolémée, disons-

vous, doit-étre remplacée par une autre conforme aux procédés analytiques qui ont été suivis
jusqu'ici,
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HC, HD, HA. Le principe général qui régit la démonstra-
tion ameéne & conclure que (V. chapitre précédent )
la corde BIS remcontre le rayon AH
» » DBPF » » » HD
» » EF » » » HC
de maniere & ce qu'un quadrilatére plan seit ainsi formeé. Or,
eu égard & la situation de chaque corde par rapport an
rayon qu’elle doit rencontrer, on peut admettre trois hypo-
théses, selon que la corde 1° rencontre le rayon dans l'espace
compris entre les rayons; 2°rencontre le rayon du co6té du
centre; 3°ne rencontre pas le rayon auquel elle se trouve
étre parallele; et comme il y a ici trois cordes, les cas
& considérer s'élevent ainsi & 3 X3 X3=27, sauf que ces

cas ne sont pas tous également possibles.

En effet la rencontre de la corde BE avec le rayon AH
a lieu du coté de A lorsque sin AB>> sin AE, et elle a
lien an contraire du co6té de B lorsque sin AB<sin AE;
enfin les deux lignes sont paralltles lorsque les deux sinus
sont égaux, et il en sera de méme pour les deux autres
cordes. Maintenant parmi les 27 cas, auxquels nous venons
de faire allusion, il y aurait aussi & compter celui ou:

BE rencontre le rayon correspondant du coté de E

EF » » » » » » I

FB » » » » » » B
or, cest bien Ia un cas impossible; il fandrait en effet
pour cela que la distance du point B an plan du cercle
ADC fat plus grande que quelque chose qui est plus
grande qu’clle-méme.

Pour bien comprendre ce point une explication préli-
minaire nous parait nécessaire.

Soit AB un grand cercle de la surface d'une sphere,
coupé par un grand cercle AEC pas & angles droits et
soient AD, AE deux arcs ayant des sinus différents tels
que le sinus de AE p. e. soit plus grand que le sinus de
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AD ("), je dis que la distance du point E au plan du
cercle ABC est plus grande que la distance du point D

A ce méme plan.
4

: S
NN

Démonstration. Menons AC qui représentera l'intersection
des deux cercles; des points D, E, abaissez sur cette ligne
les perpendiculaires HD, FE, qui seront dés lors paralleles;
et de ces mémes points menez encore perpendiculaires au
plan du cercle ABC les droites DK, Iil', qui seront égale-
ment paralleles. Les angles HDK, FET seront égaux 2
cause du parallglisme de leurs cotés. Joignez maintenant
HK, FT, vous aurez deux triangles semblables HKD et
FTE. Mais EF > HD donc aussi ET > DK, c. a d. que
la distance du point B au plan du cercle ABC > que la
distance du point D a ce meme plan. C. Q. T. D.

Revenons & notre figure; complétons le cercle de la co-
lonne inactive et prolongeons les trois cotés du triangle

n AHO_. Rét-l_lont deux_.gundl cercles qui se ceup:nrp:' :;nléq;le-ﬁg AO le-r‘ un diaméh’;
et EF et DI sevont les sinus des arcs AD, AE.
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inactif jusqu's leur rencontre avec ce cercle aux points
N, S, O. Si la rencontre entre la corde BE et le rayon
correspondant a lien du c6té de E la distance du point B
au plan du cercle ACN > que celle de E & ce méme plan. (')
Si la rencontre entre la corde EI' et le rayon correspon-
dant a lien du coté de F, la distance du point 16 *> dis-
tance du point I'; et & fortiori distance de B >> distance
de 1. Ces hypotheses demeurant les mémes, si 'on disait
que la rencontre de la corde FIB avec le rayon correspon-
dant aurait lieu du coté de B, la distance du point I' an
plan ACN devrait étre plus grande que la distance du
point I3, qui est cependant plus grande qu'elle. Ce qui
est absurde.

Ceci posé nous disons que les 27 cas dont nous avons
parlé fournissent treize cas possibles seulement, les autres
demeurant impossibles, et cela par la raison que pour ce
qui est des distances des trois points B, L, I¥, au plan du
cercle ACN, ces distances sont: 1° Toutes les trois diffe-
rentes. 2° Les deux égales, I'une inégale. 3° Toutes les
trois égales entre elles.

De 1a trois divisions:

a) La 1 division comprend six espaces; car chaque
point peut étre supposé tour & tour plus éloigné que les
deux autres, dont chacun peut étre aussi alternativement
supposé plus éloigné que Pantre; ce qui fait six hypothdses
ou six espéces en tout. Maintenant comme la rencontre de
la corde avec le rayon prolongé doit nécessairement avoir
licu du coté de la moindre distance, eu égard aux diffs-
rents cotés o la rencontre aura liew, il y aura lieu de
considérer tantdot I'un et tantot l'autre des différents qua-
drilatéres formés par les triangles et les quadrilateres ren-
fermés dans le cercle ACN. Tous ces guadrilatéres auront

(1) Il est évident en effet que la rencontre d'une corde avec le diamétre a lieu du cdté de
Vextrémité de 1a corde qui se rapproche le plus de ce diamétre.
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une partie commune: le triangle inactif BEF; ils peuvent
méme avoir encore d’autres éléments en commun; néan-
moins selon les diverses modifications, les angles du triangle
inactif changent de caractére chacun devenant tour & tour
premier second ou commun. Sur ce point la regle a ob-
server est que le point le plus éloigné est tonjours le som-
met du 1*" angle; que le point de moyenne distance est le som-
met de l'angle 2*°'et que le point le plus rapproché est
toujours le sommet de l'angle commun.

Ce que nous représentons par le diagramme suivant.

Ordre des variations
possibles

1 2 3 4

o
(=]

Point le plus éloigné || B | B | I' | F | B | &

Point de distance
moyenne

Point le plus. rapproché E)E|B{|F|B

Le quadrilatere awiliaire sur lequel se fait AB|IDN | S¥ {NOIOD || CI&

la démunstration pesr éire eosuite appliquée . . .
au quadrilalére praposé CF | BE | AE | B | &F SB

NB. Dans la colonne 1. on trouve noté comme quadri-
latere auxiliaire le quadrilatere ABCF, qui n’est autre que
le quadrilatére proposé lui-méme. Cest que dans ce cas
il n’y a pas & proprement parler de quadrilatére auxiliairve
séparé, confondu qu'il est avec le quadrilatére proposs,

b) La 2% division donne également six espéces: car en
supposant que deux des distances des trois points soient
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égales, ceci peut avoir lieu de trois manidres, selon que
I'égalité de distance subsiste entre les points B-E, B-F, E-T,
et dans chaque cas la distance du 3™ point peut étre la
plus grande ou la plus courte. Ce qui fait bien six cas.
Maintenant si la distance du 3™ point est la plus grande,
ce point sera nécessairement le sommet de I'angle premier;
que si elle est la plus petite, ce point sera le sommet de
I'angle commun; pendant que des deux autres points dont
les distances sont égales, dans la 1°** supposition — celle
oh la distance du 3™ point est la plus grande — l'un ou
'autre peuvent étre pris indifféremment pour sommets du
1" angle ou de l'angle commun; tandis que dans la 2™
supposition — celle out la distance du 3™ point est la plus
courte — chacun des deux autrcs points d’égale distance
peut étre pris alternativement comme sommet du 1™ ou
du 2% angle. (') D'aprés ces distinctions, le quadrilatére
complet auxiliaive lui-méme varie. Dans chaque cas il
existe deux quadrilateres complets qui, indépendamment
du triangle inactif qui reste toujours commun — ont en
outre commun — dans la 1% supposition (celle ot le 3™
point est le plus éloigué) le quadrilatére simple et ne dif-
ferent ainsi que par deux triangles; tandis que dans la
2™ supposition (celle ot le 3*" point est le moins éloigné)
ces denx quadrilatére complets ont en commun indépen-
damment du triangle inactif — deux triangles aussi — et ne
différent ainsi que par le quadrilatére simple.

{5, Par angle 1= 3¢ gommun, 'auteur désigne les angles du triangle Inactif, lesquels d'uprés
Jes définitions données dana le livre Ilise déterminent, lea lignes devant enirer dans les diffé-
rents termes du rapport composé, o, A d. dans ce cas-¢i du quadrilatéve auxiliaive,
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Cest ce qui est résnmé dans le tableau ci-joint: (')

Nambees iadiguant |j Point le pluseln Pl)lllh d"{.,;le lli'SlﬂﬂCG Xaauéres e a ear-
les varisnles pos- | gné — Semmet du ® Olmdrila[f-rc respanilance  Jes
sibles. 1ev angle. 20 angle. || Sugle commun quadrilatéres.
0 F | ABCF 6
1 B —
| ¥ E |DNBE| &
B I CESB 4
2 D> e
I B onEl G
| B B | SFAR{| 5
3 F e[ =l e
' B B NOTD 4
Poinl {e plus pro- '
the —~ Samwel de || fer anule, 20 angle,
! Vangle romman,
| B | F [CESB| o
4 B o=
I B NOFB 3
I B3 SFALRL 3
. B B —
; B F DNBE 1
E BES CDhDLIF| -2
B E ABCI ) 1,

(1) Le tablesu précédent se rapportait aux six cas de la 1¥« division, c’est-d-dire ceux oii les
distances des trois points du triangle inactif sont tous lea trois & des distances inégales du plun
du cercle inactif ACN; tandis que ce tablean se rapporte aux six cas de la 24« division, c'ested-
dire ceux o deux points aont & égale diatance de co méme cercle, le 3 point élant &
une distance ow plus grande ou plus petite.
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¢) Quant & la 3™ division, elle se compose d’une seule
espece, celle ot les distances des points B, I, I, au plan du
cercle ACN qui comprend la colonne inactive sont toutes
les trois égales entre elles.
Abordons maintenant 'examen de chacune de ces treize
especes prises & part. (')
lixamen des six premitres especes, ol toutes les distances
des points L, I, B, dn triangle inactif an plan du cercle
mactif ACN sont inégales.
1™ espice.

Tci le quadrilatére auxiliaire n'est autre que le quadrilatére
proposé lui-méme c.-d-d. ABCL; il s’agit de prouver que:
sin AB__ sin BD  sin CF
sink AIl T sin DF Xgn CE

Démonstration.  La distance du point B au plan du

cercle CDA de Ia colonne inactive est plus grande que la
distance du point 1" & ce meéme plan. Menons les cordes
Bli, BIY, LI, du triangle inactif BEY, et soit 1l le centre.

{1} La multiplicité des figures. la fréquente répétition des mémes lettres, et la longueur de
la démonstration, ont fait commettre au copiste duns cette partie du manuscrit bien des confusions
et des erreurs qu'on reléve facitement en se guidant sur les indications du texte et la marche
générale du raisonnement.
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])(- ce pomt menons  anx tlom points (le la (,olonn(' in-
active ACD, les rayons HA, HD), HC, et prolongeons-les
ainsi que les trois cordes jusqu’:’..m leur rencontre. La corde
Bl rencontrera nécessairement le rayon AH, du coté de A,
an point T, p. e. — BF, rencontrera également le rayon HI)
du cots de D, aun point K, p. e. — ct EI rencontrera le
rayon HC du coté de C an point I, p. e. — Les trois
points Ty K, L, se trouveront & la fois dans le plan des
trois cordes du triangle inactif et aussi dans celui du cercle
ADC de la colonne inactive, c.--d. sur leur intersection, re-

présentée par la droite TKL. — Nou;;; I‘uu'm}?l?inbi formé le
) L 1L
quadrilatére plan TLFB, dans lequel — Th = KF X % . Mais
BP  sin AB, BK __ sin BD FIL __ sin CF
TE — sm AE’ KF _ sn DF’ LB sin CB
titnant on a ete. C. Q. F. D.
2fm¢ espece.

d’olt subs-

Ici B est le point le plus éloigné; T, le point de distance
moyenne, B le point le plus rapproché. DNBE constitue le
quadrilatére auxiliaire. 'I'racons-le ensemble avec le qua-
drilatére proposé. Prolongeons les cordes et les rayons
comme nous l'avons dit; nous aurons formé le quadrilatére

1 )]
plan KTLEBF, dans lequel llf[t — };ll‘{ X . ?L
sin AB _ sin BD gin FN Mais
= ————. Mauis
sin AB sin DF sin NIE
FN = suppl. CF; NE = suppl. EC; leurs sinus sont par

ou ce qui

revient au méme
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conséquent égaux. Tm. dunonstwtmn pent donc étre ap-
pliquée au quadrilatéve proposé ABCIL' pour lequel on aura
S A _—— BD % sin (J‘.I.“ -0 Q F. D
sin AR sin DF 7" sin Cld
3™ espece.

L e
Ici I, est le point le plus éloigné; E, le point le plus rap-
prochs. Quadrilatére anxiliaire S\TA]‘I 1. Prolongeons les
cordes et les rayons; nous anrons formé le quadrilatére plan
KBFELT, dans lequel b = o X 7=
METE KT 7~ TE
sin BA  sin BS _ sin I'N .
A% = oo SF X T NE Mais BS = suppl.
BD; SI' = suppl. I'D; FD = suppl. CF; NE = suppl. EC.
J)ou substituant et transpoxtaut la démonstm.tlon au qua-
drilatére proposé ABOCE, on aura:
sin. AR sin BD _ sin CF
sin. AE ™ sin DI' " sin CB
4™ espéce. £

» ou bien ce qui revient

auméme

.C. Q T D
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1" est le point le plus éloigné — B, le point le plus rap-
proché. Quadrilatére auxiliaire FENSOB — Quadrilatére plan
SR BT BK . IFL A
LK'TBEFE, dans leqael TE = KT X & oW ce qui revient
sin. BO_ sin BS  sin N
sn OB sin SF <5m NE
Mais BO = suppl. BA: OB = suppl. Alj;

BS = suppl. BD; SF = suppl. 1),
I'N = suppl. I'C; NE = suppl. I3C.
Dot substituant on a {de nouveau:
sin AB_ sin BD_ sin ¥O

an-maéme

G Q F D

sin AILT sin I'D 7 sin BC
espece.

F Gme

)

10 est le point le plus éloigns. T le plus rapproché. Qua-
drilatére auxilinire OCDFEDB. — Quadrilatére plan TERKFER,
B BX O FL o
TE— KE L

. . . sin. BO  sin BD _ sin 10
bien, ce qui revient au méme o OBk = sin DF X s Ol
Mais BO = suppl. AB; OE = suppl. AL, Donc substi-
tuant cte. C. Q. F. D.

6" espece.

Dans ce quadrilatére plan nous aurons
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I5 est 1o point le plus dloigné, 1B le plus rapproché. Qua-
drilatdre auxiliaive CIFEBSO. — Quadvilatére plan T/A'KBISIN.

' BK v I’ bi sin BO  sina BS v sin 1°C
= = X ==, on bien == : .
T~ KI* 7 LI’ sin. O 7 sin SI* 7 sin Cls

Mais BO = suppl. AB; OE = suppl. AL;
BS = suppl. BD; SF = suppl. DI Done ete. C. Q. I*. 1.

Examen des six deuxidmes espéees, ou les distances de
deux points du trinngle innetif an plan du cerele inactit
sont égales entre elles.

JIce espice.
M

AY
K ;

X

\h!‘.'.‘
DX
R
/. & \\
¢ “H

Iei Ta distance de B est plus grande que celle des points
Ii et T an plan ACN et la distance de ces deux points
est éanle. (Nons désignerons désormais cette relation par
B 7 (E=1). Quadrilatére auxiliaire: ABCIE, qui est lo qua-
drilatdre proposé Ini-méme ou bien le quadrilatire DANEBI.

Prolongeons les cordes du triangle inactif BEF et les
rayons nienés aux trois points de la colonne inactive
ADUC, ADN, de I centre de la spheve.

Dans 1a 1™ figure
la corde Bl et le rayon AH se couperont an point I

» B¢ » DH » R (X

Fivons TK — & cause de I'égalité des distances des points
E, ¥, an plan du cercle ADC, la corde EIY, ne peut ren-
contrer ce plan; daillewrs EF et HC, se trouvent dans le



104 LIVRE QUATRIEME.

méme plan (le plan du cercle EFC), donc EF et HC sont
paralleles. — ILes points T, K, se trouvent & la fois dans
le plan des cordes du triangle inactif et dans celni du
cercle de la colonne inactive. La ligne qui les joint sera
donc I'mtersection des deux plans et en outre elle sera
paralléle & 11, pour trois raisons: 1° & cause de l'impos-
sibilité qu'il y a & ce que la ligne L. rencontre le plan
dn cercle inactif. 2° Parceque TK et CH sont parallles.
Remarquons tout d’abord que TK et CH sont dans le
méme plan, celui du cercle inactif ADC; donc si TK et CH
n'staient pas paralleles, elles se rencontreraient au point I
par exemple. Alors FIE, serait une ligne droite, les points
B, ¥, I, devant nécessairement appartenir & la fois au plan
des cordes du triangle inactif et & celui de la colonne in-
active, et EI' parallele & HC, la rencontrerait pourtant, ce
qui est contradictoire. Donc TK est paralicle a HC. Mais
HC est paraliele & I'L, done TK est parallele & T'T.. 3° Parce-
que si TK n'était pas parallele & 1'L, elle ne serait pas pa-
rallele & IIC non plus, qui lui est pourtant parallele, En
effet, menez TM dans le plan (u triangle BEF, parallelo
i ¥lu; et TN, dans le plan du cercle ADC, parallele a CII;
alors TM, paralltle & FIL qui est parallele a HC, qui est
paralltle & I'N, serait paralléle & cette dernivre ligne; ce
qui est absurde, ces denx lignes sc rencontrant en I\

BT __BK sin BA _ sin DB
TET K sin BA ™ sin DI
Nous pouvons maintenant compléter le rapport & dvoite

- . sin I'C .
en multipliant pour la 1°¢ figure par sn Ch— Lou bien
£ M)

Cela prouvé on aura

sim FN _ sin FC ,
sin NE = sin CE 1, et I'on aura

sin. BA  sin BD _ sin FC(_ sin 'N 1
sin AIL™ sin DI X gsin CIL' ™ sin NE — )' C. Q. . D.

pour la 2™ figure par
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2™ HEspece. B > (B = T).
Quadrilatere auxiliaire:

si I est pris pour sommet de Iangle 2
ODER (et B » » » commun )
ou bien CESB (dans F'hypothése inverse).
A
b E
B
¢ (]
K T

Prolongeons les cordes EF, EB et les rayons HO, HC,
jusqu'a leur rencontre en K, T. Joignons la corde BF, et
les rayons HD, HS. -— On prouvera comme précédemment
que ces rayons sont paralleles & la corde BF, ainsi qu'a

. . BT FK
la droite KT. — Dans le triangle ETK on aura TE =~ KR’

oot ) gsin BO sin FS Mai
u ce qu e = = als on a
ou ce qui revient au mém sin OE ~ sin SE ’

. (o &n DF_sin BS__sin FO'—I- e
d'un coté, s DB l'snSB sn OB et dun autre

coté, BO = suppl. BA; OE=suppl. EA; BS =suppl. BD;
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sin BA
5o BA etc.

SIF' = suppl. FD. D'onr substituant etc. on a
C. QF D.—

3' Tspece. F > (B =E).

Quadrilatére auxiliaire.

NOFB (pour B sommet de I'angle commun) ou
SIFAE (pour K sommet de l'angle commun).

Prolongeons les cordes FB, FE jusqu'a leur rencontre
avec les rayons HS, HN aux points T, K. Tirez TK, BE.
Ces lignes seront paralldles comme il a 6t6 précédemment
établi. — Menez les rayons HA, HO, ils leur seront aussi

. T EI
paralleles. — Maintenant dans le triangle FTK, 'liTF-=K_1§’
sin BS _ sin NE
sin SF  sin NI
sin BO _ sin BA

sin OE  sm AB
le quadrilatétre SFAE on a ces mémes rapports qui sont
sin BS NT
composés de =n SF °b de son inverse c, a d. de :I: N£
Dailleurs BS = suppl. BD; SF==suppl. FD; FN = suppl.
FC; NE = suppl, EC. Donc substituant et transportant

ou bien

Dans le quadrilatére NOFB,

= 1 —Dans
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la démonstration au quadrilatére proposé, on aura, etc.

C QFD.

4% Espace. B << (B = F).

Quadrilatére auxiliaire:

CESB (pour E sommet de l'angle 1*) on
NOFB (pour F sommet de l'angle '1%).

Prolongeons les cordes EB, FB et les rayons HS, HO,
Jusqu'a leur rencontre aux points T, K; menons TK, LF,
et les rayons HC, HN, nous savons qu'ils sont paralldles.
Les triangles BFB, BTK, seront semblables et l'on aura

KB BT . 8in BO _sin BS
KE = Tf O bien s Of — sin ST Dansg les deux qua-

) sin BO ~ sin BS o
drilatéres CESD3, NOFB, ~—O0F— sn SF multiplié par le
n I'C

rapport dégahté TS =1, pour le 1 quadrilatére; ou

sin N ,
par = —p; bour le 2™ quadrilatére. Mais pour tous les
deux quadulatéres, BO suppl. BA; OE = suppl. EA;
BS = suppl. BD; SF = suppl: FD; — et pour le dernier
quadrilatdre spécialement FN =suppl. FC; NE suppl. EC;

D bsti sin. BA  sin BDXsin O
— 1You substituant etc. on aura 5in AR — stF sin CR

C. Q7T D —
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5ém Espdce. B < (B=TF).

Quadrilatére auxiliaire:

SFAE (pour F': sommet du 1 angle).
DNBE (pour B sommet du 1* angle).

Prolongeons les cordes BF, BE et les rayons HN, HA,
Jusqua leur rencontre aux points T, K. Menez TK, BF,
et les rayons HS, HD. Nous savons quils seront paral-
Itles; les triangles BEF, BKT seront semblables, et I'on

BT FK . sin BA sm I'N

aura TE —RE v bien sin AR sin L

-~ — 0

sin BA _ sin BS
n AL sin SF (rapport d’ega-

Dans le 1 quadrilatére

sin FN .
lité = 1) X oo N (vapport simple égal au rapport com-

sin BA ¢in BA  sin BD
6 ——— |. ndl . —_— :
Posé — AE) Dans le 2* quadrilatere sin AR s5m DI

sin FN

(rapport d'égalite = 1) X S NG (rapport simple égal au
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gin BA

rapport composé on AL/

Mais BS = suppl. BD; — SF = suppl. DI'; — FN —=suppl.

TFC; — NE = suppl. EC. Donc on aura pour tous les deux
. gin BA sin BD sin IFC

quadrilatéres S AL = DFxsin o C. Q F. D.

g lispece. F < (B=TF).

Quadrilatere auxiliaire:

ODEF (pour B sommet du 1% angle) ou
ABCF (pour B » » » )

Tragons ces qnadrilatéres, prolongeons les cordes BI,
i et les rayons HI, 1O jusqu'a leur rencontre aux points
T, XK. Menons TK, EB, HO, HA. Ces lignes sevont paral-
leles, les triangles BIF, FI'K seront semblables et I'on

BT EK . sin BD sin XC _
awra R = e o bien sm DF — sm CF Mais dans le
sin BO S L
1¢ qu’tdrllatme " OF est un rapport d'égalité aussi bien

1 gin AT les d dri )
que le vapport — D dans tous les denx quadrilatéres.

Ce dernier peut par conséquent étre considéré dans tous

sin BD
les deux quadrilatéres comme composé du 1app01t o DT

sin CF
et de son inverse soit ——m TR C. Q. F. D
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Examen de ’espéce unique de In 3ime Division.

Cette espdce unique de la 3* Division qui constitue la
dernidre des 13 espéces possibles est celle ot les trois
distances au plan du cercle inactif des points B, E, F du
triangle inactif sont égales.

.
. |
“No

F

C

Tirons les cordes BE, EF, B et les rayons HD, HC,
HA, chaque corde sera paralléle au rayon du cercle dont
le plan contient la corde.

BE sera donc parallele 2 AH
BF » » » HD
EF » » » OH

P sin BA  sin BD _ sin FO—I or cl
On aura done - AR = sn DF — sn BG — 1+ Orchaque

rapport composé qui constitue un rapport d'égalité, peut
étre considéré comme composé de deux rapports d'éga-
lité. Donc cette fois-ci encore, on aura

sin BA sin BD _ sin FC

sn AL —sn DF <am BC & @ I D-—

Ici se termine la démonstration du rapport implicite de
Ptolémée: et I'on pourra suivre la méme marche pour
démontrer n'importe quelle espece de rapport qui se ra-
meéne 3 la proposition premidre, que le triangle inactif
soit le triangle BEF ou bien le triangle DI'C, pourvu
qu'il s'agisse du rapport ordonné. L'examen de ces cas,
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entrainerait de trop longs développements qui seraient d’ail-
leurs superflus pour les personnes qui sont au courant des
régles concernant cette partie. Faisons seulement remar-
quer, que le rapport implicite de Ptolémée une fois dé-
montré, nous pouvons commencer par ce rapport et prou-
ver ensuite le rapport explicite par le rapport implicite en
suivant une marche inverse que Ptolémée a adoptée; de
cette manidre chaque espdce pourrait étre démontrer di-
rectement et aussi par voie de conséquence. Ainsi repre-
nant la figure connue et renversant la proposition nous
dirions: du moment que dans le quadrilatére EAHDCF,
il a été établi ainsi que nous l'avons fait précédemment

sin BH sin HF sin DC .
que e = o DF N5 CA (rapport implicite); et que
BE = suppl. EH; — BF =suppl. HF; ou doit avoir
sin B8 sin BF_ sin DC ..
sin BA _ sin FD ><sin CA’ (IO
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CHAPITRE IV.

Des rapports qui se trouvent dans les autres cas des
propositions relatives au quadrilatére sphérique.

Les rapports de la proposition ordonnée de la 1% Es-
pece ™ ayant été ainsi démontrés dans la figure du quadri-
latere ABCF, les autres espdces de rapports résultant soit
des inversions, soit des interversions (confusion), aussi bien
de cette proposition 1*° que des deux autres dont il a été
parlé an Livre II*™, se trouvent par cela méme démon-
trées eu égard aux propriétés des rapports composés qui
s’y présentent. Ainsi étant donné la proposition du rapport
sin BE sin BF_ sin DC .
sin BA _sin FD’ sin OA,lessmus
des ares BE, TD, CA constituent le 1 membre® et les
sinus des arcs EA, BEF, DC, le second membre. Si donc
nous avons & considérer le rapport:

sin BE sin EA sin DC . a 1
— . — — i nous nous trouvons dans le
sin BF  sin CA 7 sin DF’ ¢

explicite de Ptolémée

cas de la 2™ proposition ordonnée; et si mous avons &

erer 1 N sin BE _ sin BA  sin BF
considérer le rapport ——35 = ——p{p X 5GA’ hous

nous tronvons dans le cag de la 3*" proposition. 1in ayant
donc égard aux propriétés du rapport composé on arrive
aux 35 especes qui se répetent dans chacune des trois pro-
positions comme pour le quadrilatére plan, avec cette dif-
férence que leurs explications ou démonstrations ne se
déduisent pas lés unes des auntres, mais sc rameénent toutes
a des démonstrations auxquelles la proposition de la 1%

{4) V, Livre II. Chapitre IIL
(2) V. Livre L Prop. X.
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espdce sert toujours d'intermédiaire. La raison en est que,
ainsi que nous l'avons déja fait remarquer a la fin du
Chapitre 11** du Livre 11*** la proposition premiére or-
donnée est la base et que les antres n'on sont que des
dérivations. Il y a réellement une ressemblance frappante
entre ces propositions et les formes du syllogisme en lo-
gique, ot la premidre forme sert de principe & toutes les
autres qui n'en sont que des corollaires. "
La science n'est gu'en Dieun.

CHAPITRE V.

Indication de I’utilité qu’on tire de cette figure
et épilogue.

L'utilité de cette figure consiste en ce qu'on arrive A
connaitre les grandeurs des arcs résultant des intersections
des grands cercles sur la surface de la sphére, en se ser-
vant & cet effet des uns pour trouver les autres. Nous
avons montré dans le Livre I, la manidre dont on peut se
servir des cinq termes connus d'un rapport composé pour
arriver & la connaissance du 6" terme lorsqu’il est inconnu.
Ces mémes régles sont ici un moyen assuré d'obtenir ce
qu'on veut avoir. Trés souvent il arrive dans cette recher-
che, que deux arcs parmi les six qui constituent l'ensemble
du rapport composé soient inconnus et quiils se trouvent
I'an & Pégard de lautre, dans l'ordre exigé pour le rapport

J," ._;’BJ‘.‘ (EV\R .:),G_ \lrn, .}';\:“.L.‘,'-.. ‘J‘.al.n Zta I.JC’.“' lr"'l:. U\ b
a,(y .A.::\:“ 3“31'0: dlﬂ‘ Jaﬂb;\‘j U.;l.g’ a.a_-,ll,n 1ia, \,J;..,:a' _1.'_;‘.“ JA
o 3hal JEEY bl sda iy Ay talasty Sat 531 Jod s ¥ s yeall

&3 A by JLYE 350 Kell

\ [
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implicite ou explicite, de maniére qu'on connaisse le rap-
port du sinus de l'un aun sinus de Vautre arc au moyen
des deux antres rapports. Alors la régle pour trouver les
inconnues est cellela méme que nous avons indiquée dans
le Livre 111, ce qui rend la figure du quadrilatere trés utile.
Les anciens n'ont pas manqué de l'utiliser dans ce but ¢t
de s'en servir avec confiance ainsi que cela se voit dans
le Livre de Ménélas sur la Sphere et dans le commence-
ment de I'Almageste de Ptolémée. Mais les modernes soit
par crainte de s'engager dans l'examen des différents rap-
ports et de leurs variétés, soit pour éviter les longueurs,
que l'usage des rapports composés entraine dans la prati-
que, ont imaginé et étudié d'autres figures destinées i te-
niv Ja place du quadrilatére et & procurer lutilité qu'on
en retire, sans qu'on ait besoin de recourir & de nombreu-
ses distinctions et aux rapports composés. Aussi avons-nous
cri utile, une fois engagés dans cette étude, de parler des
méthodes usitées parmi les modernes, afin de compléter avee
I'aide de Dieu, tout ce qui a trait & cette branche de la
science.

LIVRE V.

RXPLICATION DES METIODES QUI TIBXNENT LIEU DB LA FIGCRR DU QUADRILATERE
DANS LA RECHERCHE DES ARCS DS GRAXDS CERCLES QUI SB COUPENT
SUR LA SURPACE D°UNE SPHERE.

et .cé,c._ﬂ

CHAPITRE 1.

De In nature des angles anuxquels donne naissance Yinter-

section des grands cercles sur la surface de la sphére.

Lorsque deux grands cercles se coupent, sur la surface
('une sphere, en deux points opposés, il se forme autour de
chacun de ces points quatre angles. — Pour en conmaitre
la valeur, nous prenons ce point pour pole et nous imagi-
nons sur la surface de la sphere, un 3™ grand cercle, qui
A la distance d'un quart de cercle tombe sur ces deux cer-
cles. Ce cercle passera a égale distance de :chacun des deux
points et il devient par rapport & eux une zbne; ainsi
que cela est établi dans la propos. XVIH du Livre I, des
Sphevigues de 'T'héodose. T.es denx premiers cercles cou-
pent alors ce dernier en quatre parties, chacune desquel-
les devient le coté qui fait face & deux angles opposés
des huit angles qui sont formés antour des deux points;
et le nombre des 360 parties de la zone compris dans cha-
cun de ces arcs, constitue la mesure des angles opyosés
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qui lui correspondent. Cet arc représente en outre le plus
grand écart des cotés des angles qui lui sont opposés. 1l
est donc évident que les deux angles en question sont égaux.
Aprés quoi, si les deux premiers grands cercles font entre
eux des angles droits, chacun des arcs qui leur correspon-
dent sur la zone sera de 90 parties. Ce nombre mesure
donc tous les angles droits, tandis que les angles aigus ou
obtus seront représentés par un nombre de parties de la
zbne respectivement moindre ou plus grand que 90. La
somme de tous les angles aigus et obtus adjacents est égale
4 une demi-circonférence, et chacun des deux angles restants
est égal A son opposé, (par le sommet) angle aign a angle
aigu et angle obtus a angle obtus.

Soient deux cercles ABCIE, ADCI' qui se coupent aux
points A et C. On aura antour du point A, les 4 angles,
BAD, DAE, EAF, FAB et autour du point C les quatre
autres BCD, DCE, ECF, BOF. Des points A, C, comme po-
Jes, avec une ouverture de compas égale & un quadrant de
ces denx cercles décrivez le cercle BDEF; ce cercle sera
leur zone et il sera partagé en quatre parties, BD, DI,
IiF, ¥1, lesquelles parties seront les cotés opposés anx angles
formés autour des points A, C. — T/arc BD oppésé anx
angles BAD, BCD, en sera la mesure, et représentera en
méme temps le plus grand écart des arcs ABC, ADC. De
méme DE mesurera les angles DAL, -DCE; EF, les deux
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angles FAE, FCE; — et BF les deux angles BAT, BCI.
D'ott il devient évident que les angles BAD, BCD sont
égaux, du moment qu'ils ont pour mesure un méme arc.
Il en sera de méme pour les autres — Que si maintenant
les deux cercles se coupent i angles droits, BD, DE, EF,
FB, seront autant de quadvants; dans le cas contraire, si
Iangle BAD p. e. est aigu, Pangle DAIS sera obtus et le
supplément du précédent; Iangle BAD sera d’ailleurs égal
a FAE, chacun d'enx correspondant & une demi-circon-
fsvence moins 'arc DE; de méme on aura angle DAL =
angle BATF. D'on il résulte que dans le cas d'intersection
de deux grands cercles on aura toujours 4 angles aigus
égaux entre eux et 4 angles obtus égaux aussi; et que
chaque angle aigu ajouts & un angle obtus donnera deux
angles droits.

CIIAPITRE TI.

Propriétés des triangles formés par les Intersections des
grands cercles sur In surface de la sphére et de leurs
différentes espéces.

Lorsque trois grands cercles se coupent sur la surface
de la sphere, de manidre & former un triangle, ils forment
en méme temps sept autres triangles sphériques; lu surface
de la sphdre est ainsi partagée en huit triangles, avec six
points d'intersection, douze arcs de cercle et vingt-quatre
angles, et comme nous l'avons déja dit, de ces hnit triangles
les quatre situés dans un hémisphére sont égaux et sem-
blables aux quatre autres situés dans l'antre hémisphére
chacun a chacun.
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Par exemple le triangle ACF est semblable et égal au
triangle EDB car: AF = {cire. — AB = DB; AC = Lcire.
— CD = ED; TC + circ. — BC = BB.

P -~
FAC =EAB (comme opposé par le somimet, et & cause
N N N
de EAB =EDB) = EDB;
N N N
AFC = ABC = EBD;

AN N N

ACF = BCD = BED.

Il en sera de méme des autres triangles, de sorte que
les quatre triangles situés dans chaque hémisphére seront
égaux deux & deux aussi bien quant aux angles que quant
aux cotés.

En ce qui concerne les quatre triangles situés dans le
méme hémisphere en comparant denx quelconques d’entre
eux, on trouve qu’ils ont un angle et un coté égaux, et
leurs autres éléments sont supplémentaires I'nn de lautre.
Ainsi si nous comparons le triangle ABC avec le triangle
CDF, nous voyons que:

Ces deux triangles ont I'angle C égal, comme opposé par
le sommet et le coté AB = FD (tons les deux stant les
suppléments de l'arc AF) t‘mdls que BC = bll])pl IFC;

AO-—suppl CD. Annrle AB(; AI‘O_ suppl. CB‘l)

et angle BAC — BDC = suppl. CDl*
Cest ce qui fait qu’il suffit de connaitre un seul de ces
huit triangles pour qu’ils soient tous déterminés.
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In outre selon que chaque coté d’un triangle est égal
A une demi-circonférence, plus grand ou plus petit que
celle-ci, on a dix espéces de triangles, les suivantes:

1° 3 cotés = 3 quadrants; 2° 2 colés = quadrant; 1 cOté <.
P 2edtés=aq; 1 coté>q.  4° 1 edlé=q; 2 cOlés < (.

501 cdté==cp. 2 colés > (. 6° 1 col =q; 1 cOlé < ;1 coté > .
T 3 colés <q; 8 2coles > q; 1 colé <.

(9 2coes<q; teote>q; 103 cotés >q.

Or comme on trouve deux de ces espdces de triangles
tontes les fois qu'il y a intersection de trois cercles, il en
résulte quil y a en tout cing especes d'intersections. Sup-
posons en effet qu'un des hait triangles appartienne & la
7'we catégorie, en d'antres termes qu'il ait chacun de ses
trois cotés moindre qu'un quadrant, dans ce cas, les trois
triangles situés dans le méme hémisphere appartiendront
a la 8" catégorie devant nécessairement avoir deux cotés
plus grands qu'un quadrant, et un c6té plus petit qu'un
quadrant. Car le triangle en question devant avoir ses
trois cOtés égaux -A un coté de chaque triangle, ceux-ci
auront un c6té moindre quun quadrant; pendant que leurs
deux autres cotés seront les suppléments de ceux du pre-
mier. On peut done en conclure que si le premier triangle
appartenait i la 8 catégorie et 8'il avait deux cotés plus
grands quw'un quadrant et un coté plus petit, deux des
triangles restant seraient de cette méme catégorie, tandis
que le 3*" appartiendrait & la 7% catégorie et aurait ses
trois cOtés plus petits qu'un quadrant; et voild comment
deux des dix espdces de triungles que nous venons d'énu-
mérer (la 7" et la 8*™) sont coexistantes et proviennent
de la méme nature d’intersection. On peut en dire autant
de la 4" espce et de la 5™ et de la 6°™ espdce; puis-
que des quatre triangles, l'un sera de la 4*™ espdce, un
second de la 5*; et les deux autres de la 6*; Et aussi
de la 9 et de la 10°™ espdce (deux des quatre triangles
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appartenant & chacune de ces deux espices). — 1l n'y a
que la 1% espéce qui ne s'associe & aucune autre espéce
si ce n'est & elle-méme.

Voici maintenant les cinq intersections dont nous venons
de parler.

T interseclion comprend des triangles de la 1% espéce.

[léme ) » » Qeme ot 3émn.
J l”éme » » » _i_énm, fiémc ot ﬁéme_
\
j Ty eme » » » 74me o Réwe,
véme » » » géme et loéme.

On peut également ranger les triangles sphériques en
ayant égard a leurs angles, selon qu'ils sont droit aigus
ou obtus, en dix catégories ainsi qu'il suit:

1° Chacun des frois angles=1 D. | 6 I=0b; 1> 1<D.
N 2°2 angles=D. un angle < . | 7° 3 angles aigus.
A 32 » =D, > » >D| 81<h 250,
4 = |).
1

=

» » < Dop 9 3 angles oblus.
» =D, » >N A0 i>D; —2<D,

Les intersections donnant naissance & ces dernieres dix
catégories, sont également an nombre de cing:

[ >0 2]

I¥ intersection comprend des triangles de la 1 espéce.
, | [gme » » » Qéme gt Jéme
BS []]Eme » » » iémc, i')énw et 6éme.
Z ]\ dwe » » » jhme ar Réme
\eme » » » Qime gt | ()éme

Quant & la maniére de trouver l'association des diffs-
rentes catégories de triangles notées sous chaque esptce
d'intersection, on adoptera une marche de tout point ana-
logue & cello dont nous avons fait usage en traitant des
premidres cinq intersections (I3), qui se rapportaient aux
dix catégories de triangles (A) rangés d’aprés la grandeur
de leurs cotés.
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CHAPITRE IIL

Des régles relatives nux différentes espéces de trinngles
et des counsidérntions générales et particulidres qui 8’y
ratéachent.

Nous commencerons par exposer ce qui a trait aux dix
premidres catégories de triangles (Chap. précéd. A).

I. Tout triangle dont les cotés sont des quadrants a
nécessairement ses angles égaux a 90°. — Les intersections
constituent les poles. Cest ce qui est établi dans les Pro-
pos. 174 et 18%* du Livre 1 des Sphériques de 'Théodose.

IT. Si un triangle a deux de ses c6tés égaux chacun 2
nun quadrant et son 3% coté < Q, il aura deux angles égaux
a 90°% et un angle aign. T.e sommet de ce dernier sera le
pole de Parc qui lui est opposs, et les poles des deux
autres cotés seront placés sur I'arc de l'angle aigu en de-
hors du triangle.

A

E D
G B

En effet, chacun des cotés AB, AC étant=Q, les angles
ABC, ACB seront droits, ainsi que cela est établi dans la
'ropos. XVI* du Livre I des Sphériques de 'Théodose.
Mais BC < Q, donc CAB < 1 D. Que si nous prolongeons
BC jusqua D et jusqu'a B, de manidre que CD = BE =
Q, alors I sera le pole de AB et D celui de AC.

JII. Si un triangle a deux de ses cotés égaux chacun &
un quadrant et son 3™ cots > quadrant, il aura deux angles
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droits et un angle (celui opposé au coté >> quadrant) obtus.
Lec sommet de ce deruier est le pole de I'arc qui lui est
opposé; quant aux poles des deux autres cotés, ils s trou-
vent sur I'arc de l'angle obtus dans Dintérienr du triangle.

g
\/
<
BV
Q,
(V)

Soient AB, AC, égaux chacun & un quadrant, et BC >
quun quadrant; A sera le pole de BE, d’aprés ce qui a
ét6 dit, et les angles B et C seront droits; mais BC étant
> @, on aura angle A > D. Prenons BE = Q, E sera alors
le pole de l'arc AB; de méme, si CD = Q, D sera le pole
de l'are AC.

1V. Tout triangle dont un coté est égal & un quadrant
et les deux autres moindres quun quadrant, aura langle
opposé au quadrant obtus, et les devv autres aigus; quant
aux poles ils se trouvent tous trois dans le friangle.

Lemme. Tout angle droit oun aigu compris entre cotés
moindres qu'un quadrant aura le coté qui lui est opposé,
également moindre qu'un quadrant.

P

D p B

N
Soit ABC ="D; ADB, BC, tous deux moindres gw'un qua-
drant. Faites 13D, DE, chacun égal & un quadrant et soit
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Livre I. Alors I étant un pole, DA sera un quadrant.
Cf. id. Prop. 17%. Maintenant si AC était un quadrant,
A serait le pole de CD, ce qui n'est pus possible, puisque
c'est 15 qui en est le pole; et si AC était plus grand qu'un
quadrant, prenez sur AC, AT = @, et tracez DI, arc ¢

TN

grand cerele, en considérant A, comme un pole, alors ADI
N

sera. droib; mais DB anssi est dvoit; ce qui est contrudic-

toire; done AC << Q. Que si par supposition ABC etait aigu,
prolongez les arcs AB, BC jusqua I, et D, de fagon que
BD, BE soient égaux chacun & un quadrant, alors le trian-
gle BDF a ses trois cotés égaux chacun d un quadrant;
prolongez CA jusqu'a H; si ce point tombe sur un des
cotés BIY, F'D, alors CH est moindre quun quadrant, et
CA le sera a fortiori: que si H, tombait sur le sommet
1, alors CH serait un quadrant, et CA serait moindre qu'un
quadrant C. Q. F. D.

: B
E ¢

Ceci pos¢, soit le triangle ABC conforme & la définition;
si U est dvoit ou aigu, I'are AB devrait étre moindre qu’un
quadrant. Mais ADB est égal & un quadraat par hypothese;
donc C devra étre plus grand qu'un angle droit. Prolongex
BC, jusqua ce quc/l\iE:Q.'Du point B comme pole de¢-
crivez BA; alors BAE =D et par conséquent BAE = un
angle aigu. De la méme manidre on démontrera que I3 est
un angle aigu. D'ailleurs 'angle BAE stant droit, ATs doit
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passer par le pole du cercle AB qui est ainsi placé hors
du triangle ABC; de méme I'arc de grand cercle passant
par le pole du cercle BC devant passer par le point B, le
pole tombe hors du triangle, I'angle B étant aign. Iigale-
ment le pole du cercle BCA se trouvera hors du triangle.

V. Le triangle qui a pour cotés un quadrant et deux
c6tés plus grands qu'an'quadrant, aura tous ses angles obtus.
Les poles seront situés dans lintérieur du triangle.

A
c E
B
Dans le triangle ABC, soient AB = quadrant, ﬁg; Q.

Prolongez AC, BC, jusqu'a leur rencontre en E. Dans
le triangle ABE ainsi formé, AB = Q, AE et BE sont
chacun < Q. D’aprés ce qui vient d’étre établi I'angle I
sera obtus. C donc le sera aussi et les angles EAB, EBA

N . N
étant aigus, CAB et CBA seront obtus. Maintenant si nous
supposons aux points A, B, deux arcs faisant deux angles
droits avec AB, ces deux arcs se rencontreront nécessai-
rement. dans l'intérienr du triangle; leur point d'intersection
sera le pole de l'arc AB. Il en sera de méme des deux
autres poles.

V1. Le triangle qui a pour cotés, un coté égal & un
quadrant, un cdté plus petit et un coté plus grand qu'un
quadrant, a I'angle opposé an plus grand coté, obtus, et les
deux autres angles aigus. Les poles tombent hors du triangle.

c
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Dans le triangle ABC, soient AB > Q, AC = Q, CB<Q.
Prolongez les cotés AC, AB, jusqna leur rencontre en L.
Le triangle ACE, ainsi formé aura deux coOtés moindres
qu'un quadrant, et un c6té égal & un quadrant; les deux
angles C, E aigus et I'angle B obtus. Il en résulte nécessai-
rement pour le triangle ACB, que les angles A et B sont
aigus et que l'angle C est obtus. Et de la manidre dont
on a prouvé pour le IV, que les poles sont dans le triangle
on prouvera que dans le cas présent, ils sont hors du triangle.

VII. Le triangle qui a les trois cotés moindres qu'un
quadrant, a deux angles aigus; quant au 3™ angle il pourra
étre droit, obtus ou aigu. Les poles tombent hors du triangle.

Si ce triangle n’a pas deux angles aigus, il aura deux
angles droits, ou deux angles obtus ou enfin un angle droit

et un angle obtus. Or ces trois hypotheses sont également
impossibles.
A

¢ B

1° Si deux angles du triangle B, C, p. e. étaient droits,
A serait le pole de BC et AB, AC seraient des quadrants,
ce qui est contraire & ’hypothse.

2° 8i les deux angles B, C, p. e. étaient obtus, aux points
B, C, traces les arcs de cercle BE, CE, qui fassent deux
angles droits avec: BC et qui se coupent en I, pole de BC.
Du point B comme pole, avec un arc de cercle égal & EB,
tracez un cercle. Celui-ci coupera le coté AB ou le cots

AC a un point D, et BD: sera un quadrant contrairement
a T'hypothese.

3° Que si l'on suppose un angle droit (B, p. e.) et un
angle obtus (C, p. e.): Tracez un cercle qui passe par le
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pole de BC et par le point C, et soit CE un arc de ce
cercle; celui-ci passera nécessairement sur le coté BA au
point F, p. e. F, sera alors le pole de BC, BF sera un
quadrant et BA < BF, ce qui est impossible.

Ainsi deux angles de ce triangle seront nécessairement
aigus; quant au 3% il pourra étre aigu, droit ou obtus,
un quelconque de ces trois angles pouvant avoir pour coté
opposé un arc de cercle moindre qu'un quadrant. Pour ce
qui est des trois poles, il est évident d’aprés ce que nous
venons de dire, quils tomberont hors du triangle.

VIII. Tout triangle dont les deux cotés sont plus grands
quun quadrant et le 3**° plus petit quun quadrant, pent
avoir pour angles.

1° Un angle droit et deux angles obtus.

2° Un angle droit, un angle aigu, un angle obtus.

3% Un angle aigu et deux angles obtus.

4° Un angle obtus et deux angles aigus.

5° Trois angles obtus.

Quant aux cinq autres combinaisons, elles sont impossibles.

A
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Soient, dans A%O, AB, AC>Q, BC<CQ; E le point de
rencontre de AB, AC prolongés. Dans le triangle BCE ainsi
formé, les trois cotés seront moindres qu’un quadrant.—
1° Si B est droit B, C, aigus, alors le triangle ABC est
comme il est dit au 1° du § précédent, 2° Si c'est l'un
des deux angles EBC, BCE qui est droit, et si les deux

autres sont aigus, alors ABC est comme an 2° — 3° Si tous

les trois angles du triangie BCE sont aigus, alors ABC est
comme au 3° — 4° Si l'un des deux angles ECB, EBC est

obtus, et les deux autres angles aigus, alors ABC sera comme
il est dit au 4° — 5° Si l'angle E est obtus et les deux

antres aigus ABC sera comme il est dit au 5% Cas impos-
sibles 1° 3 angles droits: — 2° 2 D, 1 aigu: — 3° 2D, |
obtns. 4° 3 aigus: 5° 1 D, 2 aigus. En effet dans les trois
premiéres hypothéses il serait nécessaire que les trois ou
les deux cotes du triangle ABC fussent des quadrants. La
4% hypotheése entraine que tous les cotéssoient moindres
qu'un quadrant; quant & la 5%, si c'ést A qui est Vangle
droit, faites passer par B 2 angles droits I'arc BD, qui cou-
pera AC en D, hors du triangle. AD sera alors un qua-
drant et AC > Q, ce qui est contraire & I'hypothese. Si
c'est B qui est Pangle droit, prenez sur BA, BF égal & un
quadrant et tracez I'arc de grand cercle CI'; I sera le pole
de BC, angle I'OB sera droit, et 'angle ACK aign, ce qui
est absurde. Donc les cinq hypotheéses ci-dessus sont impos-
sibles.

Iin ce qui concerne la position. des poles:

Pour le cas du 1° le pole de chacun des cotés de I'angle
droit se trouve sur l'autre coté et le pole du coté opposé
& l'angle droit tombe dans le triangle;.
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Pour le 2° le pole du coté opposé d I'angle aign se trou-
vera sur le coté opposé & Vangle obtus, dans le triangle;
le pole du coté opposé a l'angle obtas sera sur le coté
opposé A Yangle aigu, hors du triangle, et i1 en sera de
méme du poéle du 3** coté.

Pour le 3% le pole opposé a Pangle aign tombera dans
le triangle, et les poles des deux autres cotés hors du triangle,
comme vous pourrez aisément vous en convaincre avec un
peu de réflexion.

1X. Dans tout triangle dont I'un des cotés est plus grand
qu'un quadrant, et les deux autres plus petits qu'un qua-
drant, I'angle opposé au plus grand coté est obtus, les deux
autres sont aigus. Les poles tombent hors du triangle.

A A

N D

Dans le triangle ABC soient AB, AC < Q, BC > Q.
Je dis que A sera obtus, car gl était droit ou aigu pen-
dant que ses cotés sont moindres qu'un quadrant, le coté
BC aussi serait < Q, contrairement a I'hypothése. Tigale-
ment, les angles B, C seront aigus: car si I3 n'est pas aigu
il sera droit ou obtus. Supposons-le droit; et prenons B
=Q; E, devient alors le pole de BA; prolongeons AR jus-
qu'a ce que AD == Q, et tragons les arcs AE, ED qui se-
ront des quadrants. Si nous prolongeons ED jusqu’ a F,
AF sera un quadrant, contrairement & I'hypothése d'aprés
laguelle AC < Q. — Que si nous supposons 13 obtus, 'angle
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A aussi étant obtus, du pole de AB tragons deux arcs de
cercle passant par A et B; le pole tombera dans le triangle.
Soit H ce pole; prolongeons AB, jusqu'a D et BH jusqu'a
F; AT sera un quadrant, car A est le pole de DH, pen-
dant que AC est moindre gqu'un quadrant.

Le méme raisonnement est valable pour C.

Quant & la position des poles elle est suffisamment indi-
quée par ce que nous venons de dire.

X. Les angles d'un triangle dont chacun des cotés est
plus grand qu'un quadrant sont obtus. Les podles tombent
dans l'intérieur du friangle.

C —

B

Soit le triangle ABC. Prolongez les cotés AC, AB juns-
qu'a leur rencontre en E. Dans le triangle BCE ainsi formsé,
C>Q, EC, EB < Q; donc E sera obtus et les deux

autres angles aigus. Les trois angles de ABC seront par
conséquent obtus. Quant a la position des poles. elle est
évidente.

La discussion des dix cas que présentent les triangles
sphériques en égard A leurs cotés étant ainsi épuisée, exami-
nons maintenant successivement les dix cas que ces triangles
présentent eu égard A la grandeur de leurs angles et que
nous avons énumarés plus haut. (Cf. Chap. précédent, A', T¥).

«) Tout triangle qui a ses trois angles droits a pour
cotés trois quadrants et le sommet de chacun des trois
angles est le pole du coté opposé, ainsi que nous l'avons
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d¢ja établi. Un pareil triangle représente exactement le hui-
titme partie de la surface de la sphere.

6) Tout triangle qui a deux angles droits et un angle
aigu, a pour coOtés de langle aigu deux quadrants et le
coté opposé & l'angle aigu est moindre qu'un quadrant. Le
sommet de l'angle aign est le pole du coté opposé, et les
poles de ses deux auntres coOtés se trouvent sur ce méme
coté, hors du triangle.

v) Tout triangle qui a un angle obtus et deux droits a
pour coté de T'angle obtus deux quadrants, et le coté op-
posé & l'angle obtus plus grand qu'un quadrant. I.e sommet
de T'angle obtus est le pole du coté opposé et les poles
des deux autres cotés sont sur ce cHté, dans l'intérienr du
triangle.

Les trois cas qui précédent ont été déja suffisamment
discutés.

3) Tout triangle qui a un angle droit et deux angles
aigus 2 un coté plus grand qu'un quadrant, et les trois
poles hors du triangle. Le pole de chaque coté de l'angle
droit est situé sur l'autre c6té de ce méme angle.

Dans le triangle ABC, soit A=1 D; — B et C<1D.
St de C nous menons un arc de grand cercle, & angles
droits sur AC, il rencontrera AB en I pole de AC; AR
sera donc égal & un quadrant et AB < Q. On démontrera

de méme que AC < Q. Mais si A étant égal & 1 D, AB
et AC sont moindres qu'un quadrant, alors BC sera > Q.

Pour de ce qui est de la situation des poles, elle n'a
pas besoin d’stre expliquée.

A

/

E
¢) Tout triangle qui a un angle droit et deux obtus, a
les cotés opposés aux |angles obtus plus grands que des
quadrants, et le c6té opposé & I'angle droit plus petit qu'un
quadrant. Les poles des deux cotés seront sur le coté opposé
a Pangle droit, pendant que celui du 3** coté tombe dans
Iintérieur du triangle.

A A A
Dans le triangle ABC soient A=1D, B, C>1 D.

" Prolongeons AB AC jusqu’a leur rencontre en 18. Dans le

triangle BEC, on aura un angle droit et deux aigus; ses
cotés seront < Q. Par conséquent dans le triangle ABC,
AB, AG, seront chacun plus grand qu'un quadrant, tandis
que BC sera < Q.

Pour ce qui de la situation des poles elle est claire.

G") Tout triangle qui a un angle droit, un angle obtus
et un angle aigu, aura le coté opposé & l'angle aign < Q,
ot les deux autres cotés > Q. Le pole du coté opposé a
I'angle aigu sera sur le coté opposé & l'angle obtus dans
Vintérieur du triangle, le pole du c6té opposé a I'angle obtus
sera sur le coté opposé a l'angle aigu, hors du triangle,

et le pole du coté opposé a langle droit sera de méme
gitus liors du triangle.
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A

>

A A
Dans le triangle ABC soient A<<1 D; B=1D; C>1 D.

o N A A
Prolongeons AC, AB jusqu'en E. Dans BCE, B=1D; C

A VAN
et B < 1 D, et les cotés seront < Q. Donc dans ABC,

AN
AB, AC > Q,CB < Q. Or de ce que ABC = 1D et
BC < Q, le pole de AB sera situg sur BC hors du triangle;
et, de ce que AB > Q, le pole de BC sera sur AD, dans
Iintérieur; enfin I'angle A étant aigu le pole de CB sera
hors du triangle.

L) Tout triangle qui a ses trois angles aigus, aura ses cotés
moindres que des quadrants et ses poles tomberont ‘hors
du triangle.

Soit le triangle ABC. Des points B, C, menez & angles
droits sur BC deux arcs qui se coupent en K, pole de CI3;
BE sera = Q. Par EA décrivons l'arc de grand cercle EAH,
Si BA était égal & un quadrant, B serait le pole de BH
et l'angle BAH serait droit, contrairement & I'hypothese.
Que si BA > Q, dans le triangle BAE, BE étant égal &
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N
un quadrant AB > Q et EA < Q, on aura BEA > 1 D.
N N
BAE < 1 D; et par conséquent BAH > 1 D. Tandis que
P
BAGC est par hypothése << 1 D — Done BA ne peut étre

que < Q. On prouvera de méme que AC < Q. Mais 3
étant aigu et ses cotés < Q, le coté BC qui lui est opposs
sera aussi << Q. Ainsi tous les trois cotés de ce triangle
sont moindres quun quadrant.

La position des poles est évidente.

n) Tout triangle qni a un angle aigu et deux obtus a
les cotés opposés & ces derniers, plus grands que des qua-
drants, et le coté opposé & l'angle aigu < quadrant. Le
pole de ce dernier est dans le triangle, tandis que les poles
des deux autres cotés tombent hors du triangle.

Dans le triangle ABC, soient A <1 D, B et C> 1 D.
Prolongez jusqu'a la rencontre en E. Le triangle BEC

sera acutangle et aura ses cotés >> quadrants. Donc etec.
La position des poles ést évidente.

0) Tout triangle qui a ses trois angles obtus a deux
cotés > Q, pendant que le 3°*“° coté peut étre droit, aign,
ou obtus.

Les poles tombent dans le triangle

Dans le triangle obtusangle ABC, si les trois cotés étaient
plus petits que des quadrants — ou bien si les deux étant
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C™~

chacun moindres qu'un quadrant l'autre était égal & un
quadrant, plus grand ou plus petit; ou si un co6té étant
> Q un second co6té était — Q et le troisitme << Q, le
triangle aurait eu deux angles aigus. Si deux de ses cotés
étaient égaux chacun & un quadrant, le triangle aurait en
deux angles droits; hypotheses toutes également inadmis-
sibles. Donc ete.
La position des poles ne peut faire difficults.

t) Tout triangle qui a un angle obtus et deux angles ai-
gus, pourra avoir.

1° Tous ses trois cotés < quadrant.

2° Deux cotés chacun < Q et le 3™ = Q.

3° » » » <Q » » > Q
4° » » » >Q » » < Q.
5° Un coté =Q; 1 cots > Q;1 coté<Q.

Quant aux autres cas ils sont impossibles.
Les poles tombent hors du triangle.

A

E
A A
En effet. — Dans le triangle ABC, soient A > 1D L ct
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6 < 1 D. Prolongez jusqud la rencontre en E. Le triangle
CBE, aura ses trois angles obtus ses deux cotés chacun
> Q, et un coté indifférent. Si donc.
BO < Q, nous serons quant au triangle ABC dans le cas du 1°
BC=Q, » » » » » 20
BC> Q, » » »6‘ » » 3°

Si I'un des deux cotés BE, CE < Q le triangle ABC ren-
trerait dans le 4°

Si l'un des deux co6tés BE, CE = Q le triangle ABC ren-
trerait dans le 5°

Cas impossibles: 1° Les cotés sont des quadrants. — 2°
Deux cotés=1Q et le 3 < Q; — 3° Deux cotés = Q et
le 3% > Q. ( car dans ces cas les deux ou les trois angles
devraient 8tre droits) — 4° Les trois cotés sont chacun> Q.
— 5° Les deux co6tés, chacun > Q et le 3** = Q. (car
dans ces deux derniers cas les angles devraient étre obtus).

Inutile de rien ajouter quant aux poles.

L’analyse des différents cas qui précede est résumée dans

le tableau ci-apres. (')

¢1) Oe tableau donne les différentes combinaisons qu'onm peut faire des dix catégories de
triangles sphériques considérés par rapport & la grandeur de leurs cdtén (I..... X) aveo lea
dix catégories de ces mémes triangles considérés par rapport 4 la grandeur de lours angles
{&....1). — Les lottres I i = impossidle. N n = né ire. P p = possible. La majuscule indique
que nous connaissons la grandeur des angles et que la correspondance de teile ou de telle caté-
gorie de odtés aveo les grand des angles données edt imponsible, néoessaire ou aculement pos-
aible, Lea petites lottres tout av contraire indiquent que nous connsissons la grandeur des odtés
ot qu'aveo cette grandeur des cStés, telle ou telle grandeur d'angles est posaible, nécessaire ou
impossible, — Ainsi 1a catégoris | (3 nigus, 1 obtus, donneIV. P — VL. P — VIL. P. VIII. P—IX P
¢'est-d-dire cing cas possibles en oo qui concerne la grandeur des cdtés; et cinq cas I==impossibles.
Cs qui est conforme & 1'analyss donnée précédemment aous ¢) — Quo si on prend 1a colonne VIIp. e
on trouve §, p. — { p. . p. eto.
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CHAPITRE 1V.

De la maniére par laquelle on peut arriver a connaitre
les éléments inconnus du triangle sphérique en se
servant des éléments connus.

Nous avons déja démontré que la connaissance d'un des
huit triangles formés par les intersections de trois grands
cercles sur la surface d'une sphere entraine la connais-
sance de tous les auntres et qulil y a en tout cinq especes
d'intersection.

La premidre espece consiste & supposer (Cf. Chap. 11. 3. I.-
B". 1) que les trois cotés sont des quadrants, ou que les trois
angles sont droits. Ici tout est connu et il ne reste rien
a trouver.

La seconde espéce est celle 1° de quatre triangles chacun
desquels a deux cotés égaux & un quadrant et le 3=
moindre qu'un quadrant (B 1L) ou de deux angles droits
et un angle aigu, (B’ II), 2° de quatre antres triangles ayant
deux coOtés égaux chacun & un quadrant et un coté plus
grand qu’un quadrant, ou bien ayant deux angles droits
et un angle obtus.— Le c0té et I'angle inconnus ne font
dans ce cas qu'une inconnue sans relation avec les éléments
connus. Si cette inconnue est donnée il ne reste plus rien
& chercher, et si elle n’est pas donnée il n’y a pas moyen
de la trouver., Ainsi dans ce second cas aussi toute recherche
est inutile. Cotte recherche n'est réellement utile que dans
les auntres trois cas, ot la connaissance d'un triangle d'une
espéce quelconque condunit & la connaissance de tous les
autres triangles.
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Parlons d'abord du triangle qui a deux ou trois cotés
moindres qunn quadrant et deux on trois angles aigus.
Ainsi en considérant les cotés on aura un triangle dont
les deux cotés seront moindres qu'un quadrant et le 3%
plus petit ou plus grand qu'un quadrant ou égal & un qua-
drant. Ce qui fait trois cas. De mé&me en égard aux angles,
on aura un triangle dont les deux angles seront aigus
et le 3™ aigu droit on obtus. Ce qui fournit encore trois
cas. — Or les trois premiers entrainent les trois autres, sans
que l'inverse soit vrai. Car le triangle qui a deux cotés
plus petits qu'un quadrant et le 3% égal & un quadrant,
et celui dont les deux cotés sont moindres qu'un quadrant

et le 3** > qu'un quadrant auront nécessairement deux.

angles aigus et un obtus: et quant & celui qui a ses trois
cotés moindres qu'un quadrant, il aura deux angles aigus,
le 3™ pouvant étre égal & un droit, plus grand ou plus
petit qu'un droit. De méme le triangle qui a ses angles
aigus on qui a deux aigus et un droit, aura nécessaire-
ment ses c6tés moindres qu'un quadrant; celui qui a deux
angles aigus et un angle obtus peut bien é&tre quant i ses
cOtés un des trois premiers, ou bien autre que ceux-la, et
cela de deux manidres: deux co6tés plus grands qu'un qua-
drants et le 3% plus petit, ou bien un coté==1 quadrant;
un coté << 1 quadrant; vn coté >> 1 quadrant.

Ceci étant ainsi, nous avons suffisamment parlé de ce
qui concerne le triangle acutangle, rectangle et obtusangle.

Or, dans chaque triangle il y a & considérer trois anglés
et trois cotés: six choses en tout; et si vous connaissez
trois quelconques de ces six, vous connaitrez les trois autres,
(’aprés la méthode ordinaire des quatre parties proportion-
nelles. Dans le triangle qui a tous ses angles droits, 'angle
droit remplace les trois connus, et on n'a plus besoin de
rien connaitre, mais dans les autres triangles il est indis-
pensable de connaitre trois choses.
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11 nous reste maintenant a faire connaitre les différentes
especes de proportions. J.es modernes suivent i cet égard
deux ragles, L'une est celle.de la figure dite supplémen-
taive ('), parcequ'elle supplée & la connaissance du quadri-
latere et en dispense pour la détermination des arcs in-
connus, sans qu'on ait besoin de recourir aux distinctions
nécessaires dans la théorie du quadrilatére et des rapports
composés. L'autre est celle de la figure dite ombrée (*) qui
dans la plupart des recherches remplace le quadrilatére
et dispense aussi de tout ce dont la figure supplémentaire
dispens elle-méme. Cette seconde figure fournit parfois dans
la pratique plus de facilités que la figure supplémentaire.
Mais le contraire aussi peut bien arriver. Cest ce quon
comprendra lorsque nous aurons exposé ce qui concerne
ces figures, d’apres les principes qui ont été établis par
les maitres.

CHAPITRE V.

De 1a figure dite supplémentaire et de ses différentes
espéces.

Cette discussion a pour point de départ le principe suivant:

Les rapports des sinus des cotés des triangles formés
sur la surface d'une sphere par l'intersection d'arcs de grands
cercles sont égaux aux rapports des sinus des angles op-
posés & ces cotés.

On commence ordinairement par établir ce principe en
ce qui concerne Je triangle rectangle et I'on suit & cet effet

Gill st o

k.;.!all \_5.:.11 @
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différentes voies qui sont toutes exposées duns le livre du savant
Abou-Rihan-Albirouni intituls, «Les clefs de la connaissance
des figures superficielles sphériques et autres». (') Les sys-
temes dont je parle offrant des différences, j'en ai pris ce
qui m'a paru de plus probant, afin do rendre ce traite aussi
court et démonstratif que possible, &t J'ai commencé par la
méthode de I'Emir-Abou-Nasr Ali-ben-Trak (*). D'apres 1'opi-
ni.on d’Abou- Rihan, c'est lui en effet qui le premier a réussi a
faflre de sa méthode une application générale a tous les cas,
bien que deux autres savants Aboul-VéfaMehmet-ibn-Mehmet
Albouzdjany et Abou-Mahmoud-Hamid-IbnAlhazar Alho-
djendy (°) lui disputent sur ce point la priorité. Quoiqu'il
en Sf)if; Abou-Nasr fait précéder son exposition d'une intro-
duction qui quoique pas absolument indispensable dans
'stude de cctte figure, n'en est pas moins utile.
Cette introduction la voici.

c

L\

D

Q. RN

Proposition préliminaire. Soit AB la ligne (’intersection
de x plk i i

,(IOU\ plans qui font entre cux un angle diedre autre
quun angle droit. Prenez sur 'un de ces plans le point C

ola ool e Jolsy RIS T T U walis Lle m
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et menez CE perpendiculaire sur l'autre plan et CD perpen-
diculaire sur la ligne d'intersection. Joignez FD; je dis que
ED sera perpendiculaire & AB.

Démonstration. Prenez sur AB un point F quelconque,
menez CF, et EF. CE étant perpendiculaire au plan dans
lequel se trouve le point I, et EF, LD se trouvant dans
ce plan, les angles CED , CET sont droits. Il en est de méme
de Yangle CDT. T.e coté CF étant ainsi opposé aux deux
droits CEF, CDF, son carré sera égal & la somme des carrés
de CE et KT, et aussi & la somme des carrés de CD, DI. D’ail-

—_——2—32 2 — 22— . Z3e—2—2—2

leurs CD=CE-+ED. Donc CF=CD+DF=CE+4ED+DF.
—_—2 . —2 —_—2—2— 2 —2—2
Mais on a aussi OF — CE— EF. Donc OE+EF = CE+DE+4 DF.
- 2 —_— 22— 2 3
d’oti retranchant de part et d’autre CE ,on auraEF=ED 4. DF,
ce qui prouve que ED est perpendiculaire sur AB. CQ. ¥.D.(')
Autre démonstration d’Abonw _Rihan. Prenez du coté de
DB, DH = DF; joignez CH, EH. Les triangles CDH, CDF

(CD commun, HD = DF, CDA = CDF = 1 D) sont égaux,
et CH=CF. Les triangles CEF, CEH (EC commun,

N TN

CEHl =CEF =1 D, puisque CE est perpendiculaire au plan,

CIHI =CVF) aussi sont égaux et par conséquent EH = EF.

Comparant maintenant les deux triangles EDH, DEX' on a

EH=EF; DH=DF; ED commun, donc ces deux triangles
N N

sont égaux et EDH =EDF =1 D. Donc ED est perpen-
diculaire sur AB. C. Q. F. D. — Cela posé, passons main-
tenant & Texposition que nous avons en vue.

(1} Ce passage est mal vendu dans )¢ manuserit.
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De Ia figure supplémentanire.

Soit le triangle ABC formé par trois arcs de grands
cercles et dont Yangle B == 1 D.

Je dis que le rapport du sinus de 'arc AC opposé a
I'angle droit, au sinus de l'arc BC opposé A langle A,
est égal au rapport du plus grand sinus, (du rayon, sinus
de Tangle droit I3) au sinus de Pangle A

sin AC _ R sin ABC

A =
sin. BC ) BAC  sin BAC

N B. Les deux figures sur lesquelles on pourra également suivee les expli-
calions du fexte ne diffbrent qu'en ce que dans Pune Pangle droit B se trouve
dans le plan boriontal, tandis que dans Paulre cel angle est dans le plan qui
coupe e plan horizonfal. Les figures du manuserit ne sont pas correctes.

Démonstration. Prolongez les arcs AC, AB jusqu'a ce
que vous ayez deux quadrants AE, AD, et par les points
D, E, faites passer un arc de grand cercle qui mesurera
Fangle A.

Soit I, le centre de la spheére; menez les rayons FA,
IFB, FE, FD.

FD sera perpendiculaire sur AF, AD) étant un quadrant;

FA sera l'intersection des deux plans des cercles AD, AE.

Du point C menez CH perpendiculaire -sur AT; cette
perpendiculaire étant dans le plan du cercle ACD, sera le
sinus de l'arc AC; et CH, DF étant ainsi dans le méme
plan perpendicnlaire sur AF seront paralleles.
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Des points C, D, tirez CK (dans le plan du cercle CB)
perp. sur BI. (rayon, intersection des plans AR, CB). —
et DT (dans le plan du cercle DE) perp. sur EI (rayon,
intersection des plans DE, ABE).

Ces deux lignes CK, et DT seront perpendiculaives au
plan dn cercle ALl (DI, OB étant deux plans perpendi-
culaives au plan AE, comme cela est expliqué dans les él¢-
ments d'Kuclide) et par conséquent DT = sinus arc DI
qui mesure l'angle A; tandis que CK = sinus arc BC.

Menez maintenant CKII; cette ligne sera perpendiculaire
sur AI, ainsi que cela a été démontré dans lintroduction
ci-dessus.

Daus les triangles CKH, DTE, DT et CK seront paral-
loles comme perp. an plan AL,

DI' et CH seront paralitles comme perp. a la ligne AF
(et les plans DY, CKH étant ainsi paralleles) les angles

TDF KCH seront égaus, /il’aprés ce qui est établi dans

les ¢léments. D'ailleurs DTF = CKH — 1 D; donc les
deux triangles CKH, DTT sont semblables.

On peut dire aussi que KH et TF sont paralleles d'aprés
ce qui o été démontré dans lintroduction, et que les tri-
angles TDF, CKH sont semblables comme ayant leurs cotés
homolognes paralléles.

CH = sinus de Yarc AC __ CK = sinng

Done 13— rayon = sinns de I'angle droit B~ DI'= sinns

N
de Parc BBC I i;sin AC__sinB=R=sin ABC
(]el':mglef\’e enintervertissant === = - B/XO

C. Q F D

Ce qui précede prouve en outre que si nous faisons pas-
ser par un point autre que C, par le point L. p. e. un arc
de grand cercle perpendiculaire & 'arc AE on aura
sin LM sin BO
sin LA~ sin AC’
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Dans ces sortes de triangles on a l'habitude d’appeler
Yarc BC inclinaison de l'arc AC laquelle inclinaison BC
n'est que la part de l'arc AC dans linclinaison totale
du cercle AD au cercle AE, que mesure I'angle A. (') Bt
si I'on rapporte l'arc BC & l'arc AD, alors on appelle
(BO) Yinclinaison deuxidme. C'est ce qu'Abou Rihan ap-
pelle la largeur; de sorte que l'arc BO serait l'inclinaison
premidre par rapport & AC, et l'inclinaison deuxiéme par
rapport & 'arc AB ou Vinclinaison par rapport a l'arc AC
et la largeur par rapport & l'arc AB. Dans cette maniére
de s'exprimer on dirait (*) que les rapports des sinus des
inclinaisons sont égaux aux rapports des sinus de leurs
arcs et que le rapport du sinus d'une inclinaison quel-
conque au sinus de son arc est égal au rapport du sinus
d’'une antre inclinaison au sinus de son arc. (°)

Si le triangle ABC ne s’applique pas au triangle DAT (1),
mais que cependant 'angle A soit égal dans ces deux tri-
angles et que les angles I3 et I8 soient droits, le théorgme
n’en demeure pas moins prouvé.

Ainsi qu'on peut le vérifier sur les fignres suivantes qui
ont été tracées dans cette hypothese (°)

- - L] » 4
"A..,‘_j ),\5: .:},(;. 6.}“ 6\ :Jla o oT ;]lJ d:a .A;-‘c Ne c\ J.a,; han LY ({}]

(2} En considérant dans les figures précédentes BO et EM comme les inclinatsons, ot en ro-
sin BC _sin AE
sinLM ~ sin LA'

(8) Voyez pour la formule do ces inclinaivons la 3=+ démonstration ci-aprés: Autre démons-
fraiion de ¥ Emir Abou Nasr & 1a fin.

() Par superposilion comme cela était le cas dans les fgures précédentes.

5} Ik suffirait pour cela en effet d'appliguer ]a démonatration précédenty A& ces nouvellan
figures.

prepant 1a dernidre égalité qui donne
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Une autre conséquence qui résulte de ce qui préceéde
est que dans tous les triangles formés par des arcs de
grands cercles qui comparés entre eux ont un angle égal
sinus del'arc opposé a l'angle droit
sinus de l'arc opposé a I'angle égal
est constant, étant toujours égal au rapport
sinus de l'angle droit=1R
sinus de l'angle égal.

Telle est la demonstration qu'en ont donnée Abou Nasr

et un angle droit, le rapport

différentes.

Aulre procédé de UEmir Abou Nasr dans Uexposé de cette
démonstration. Ce procédé consiste & placer les deux tri-
angles non superposables de manidre que les deux angles
droits soient d'un méme co6té et que les angles égaux soient
opposés par le sommet. (Dans la figure ci-contre K et B
sont les angles droits des deux triangles ABC, ADE) ceci
sin BC _sin ED
sin AC~ sin DA

Démonstration. Tivez les rayons AF, BF, EF, chacun de
ces rayons est lintersection des plans de deunx des cercles
déterminés par les arcs dont se compose la figure. Du point
C dans le plan du cercle BC menez CK perpendiculaire &
BF, intersection des grands cercles CB, BD. Ces deux cer-
cles ayant leurs plans perpendiculaires, CK sera perpendi-
culaire an plan DB. De méme du point D et dans le plan
du cercle DE (lequel est perpendiculaire & celui du cercle

fait jo dis que
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EC), nous menons DT perpendiculaire sur EI et par consé-
quent perpendiculaire aussi au plan LC. Du point C et
dans le plan du cercle AC nous abaissons sur l'mtersection
des deux plans AF la perpendiculaire AH, et nous joignons
HK. Nous aurons ainsi formé le triangle CKH rectangle
en K. De la méme manitre nous formons le triangle DT1.
rectangle en T. Dans les triangles CKH, DTL, les cotés
CH, TL, sont dans le plan du cercle EC perpendiculaires
A AT; (CH, est en effet une perpendiculaire gque nous a-
vons menée de C & H; quant & TL, cette ligne sera per-
pendiculaire en vertu du principe pos¢ dans V'introduction);
de méme DL, KH seront perpendiculaires & AF, dans le
plan du cercle BD; donc les angles L et H seront égaux;
et & canse des angles K, T, qui sont droits les triangles

VANIRAN s ‘ar
1T, HRKC seront semblables, ot o= s do Tare BD_

CH = sinus de l'arc AC™
.C.Q.T.D.

DT =sinus de l'arc DE
DL =sinus de Varc AD

Que si nous plagons les triangles, de maniere & ce qu'ils
coincident, on aura.la figure ci-contre, et on pourra y ap-
pliquer la démonstration précédente. Si maintenant dans
cette figure nous supposons que AD, AE, sont des qua-
drants, le point L tombera sur le point F (le centre) et
! sin BC sinus de I'angle A

on aura — == —.
sin AC . sinus de I'angle droit

Autre démonstration, également de I Envir Abou Nasr. Repre-
nons les deux triangles ABC, ADE; nous faisons de A un

angle commun.pendant que B et E sont des angles droits.
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Du point A, comme pole avec un arc égal & AC nous
décrivons Pare CN; et avec un arc égal a AD, nous dé-
crivons 'arc DM. Ces deux arcs de petits cercles seront
parallsles, comme décrits d'un méme point comme poéle;
et situés qu'ils sont entre arcs de grands cercles AD, AL
passant par ce pole, ils seront semblables ainsi que cela
est prouvé dans les Sphériques de Théodose; leurs plans
seront perpendiculaires sur les plans des grands cercles
passant par leur pole; et leurs centres seront sur 'axe ATF;
tirons NH, CA (dans le plan du petit cercle CN) H sera

"le centre du petit cercle et NH, CH deux rayons. Main-

tenant AF étant perpendiculaire sur le plan du petit cercle,
NHA, CHA seront deux angles droits; De méme des points
D et M tirons les rayons DL, ML du petit cercle MD,
dont T sera le centre; ceci fait, des points D, C, tirons
dans les plans des deux petits cercles, DT, CK perpendi-
culaires aux intersections des plans des petits cercles et
du cercle AE (lignes ML, NH); ces deux lignes seront per-
pendiculaires au plan du cercle AL; (car les plans des pe-
tits cercles lui sont perpendiculaires ); et chacune d’elles
formera la ligne d'intersection entre leur petit cercle et le
grand cercle; (ainsi DT sera évidemment la ligne d'inter-
gection des plans du petit cercle DM et du grand cercle
DE; CK sera évidemment la ligne d'intersection des plans
du petit cercle CN et du grand cercle CB); Mais les points
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B, T, I, se trouvant & la fois dans les plans des cercles
ED, EA, seront sur une méme ligne droite ETF, = rayon
de la sphére; et il en sera de méme des trois points B,
K, ¥, d'oth BK¥ = rayon de la sphére; et ainsi chacune
des perpendiculaires sera & la fois sinus d'un arc de petit
cercle et dun arc de grand cercle (D1 = sinus DM et si-
nus DE; CK = sinus CN et = sinns CB. Or les rapports
des sinus des arcs semblables des différentes espéces
de cercles, & leurs rayons étant toujours égaux, on aura
DT = sinus DM __ CK=sinus CN

DL =rayon du petit cercle ~ CH=rayon du petit cercle’
Mais DT =sinus DE, DL = sinus DA; CK = sinus CB;
CH = sinns CA; done 22 LD = o
sin DA~ sin CA
du sinus de chaque inclinaison __ sinus d'une autre inclinaison

aun sinus de son arc ~ sinus de son arc
sinus de l'angle A

R = sinus de 'angle droit
bien entendu que AE, AD sont des quadrants) C. Q. 1. 1. (")

y01L bien rapport,

—

(cette derniere égalits, supposant

Autre démonstration @’Aboul Vefn Elbouzdjani.

Reprenons les deux triangles ABC, AED, (I'angle A, égal
les angles B, E droits); et plagons-les de maniere que les A
soient ou opposés par le sommet on superposés. Sur le plus
grand coté DE nous prenons une portion EH égale au plus

(1) V. pour Ia definition des inclinai 1a fore 3¢ trati
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petit coté BC; tirez HC. Les plans des cercles HE, CB, étant
perpendiculaires sur celui du cercle AE, CH sera parillele
au plan de ce dernier cercle, et les perpendiculaires tirées
de C et de H, seront sur lui. Ces perpendiculaires d’ail-
leurs ne sont autres que les sinus des arcs égaux CB, HE.

Joignez les cordes DH, DC, et menez les rayons FE, FA.
La corde DH et le rayon FE se trouvant sur le méme
plan (celui du cercle DE) sans que I'arc DE soit plus grand
quun quadrant, se couperont. Egalement la corde DK et
fe rayon I'A qui se trouvent dans le plan du cercle DC,
se rencontreront en K, TK sera lintersection des plans
DOIL ot EB. Menez TK, les deux lignes HC, TK qui se
trouvent dans le méme plan ne se rencontrent pas, elles

r
seront donc parvalleles. Or %{; = %% Mais, ainsi qu’il a été
nm
démontré danslintroduction du quadrilatére sphérique, T =
sin DE " DK sin DA sin DE__sin DA

—_— —m—, d —_— = — .
sin I8H =BC ¢ KC ™ sin AC one sin BC™ sin AC

cest-a-dire que le rapport des sinus des inclinaisons est

égal & celui des sinus de leurs arcs. De sorte que si nous
supposons AE, AD égaux &4 des quadrants, on aura le
sinus de toute inclinaison _ sinus de l'angle A
sinus de son arc " sinus de l'angle droit
C. Q F. D

- Autre démonstration. Dont -ont fait usage Aboul Fazl
Ennirizy_dans son commentaire sur 1'Almageste, et Abou

rapport
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Djafer Alhazin dans son Livre intitulé «Recherches par-
tielles sur linclinaison des inclinaisons ot introduction sur
la sphere droite» avant que ces deux savants alent entendu
substituer la figure supplémentaire & celle du segment(').

Soit le triangle ABC formé par des arcs de grands cerc-
les, dans lequel angle B =1 D. Prolongeons les cotés Al
AC jusqu'a ce que AD, AT soient égaux & deux quadrants,
Du point A comme pole décrivons Yarc DE et prolongeons
jusqu'a ce qu'il se rencontre avec le coté BC prolongé an
point T. Ce point sera le pole de 'arc AE. De IV, centre
de la sphére nous menons les rayons FT, FB, FD, FE —
TB, TE étant des quadrants, les angles TI'E, TFB seront
droits et TF sera perpendiculaire sur le plan du cercle AL.
Du point C nous abaissons sur le rayon DF la perpendi-
culaive CH. Les plans des deux cercles AD, DE se cou-
pant & angles droits sur la ligne d’intersection, DI' sera
perpendiculaire sur le plan du cercle DE. Egalement de O
nous abaissons sur BT, intersection des cercles AB, BC Ia
perpendiculaire CS, et enfin HN perpendiculaire (dans
le plan du cercle DE) ‘& I'intersection LF; — CS et TN

dlah DIV i ghy el £ 25 gy Juilp) 41 5V oy O

2l S0 G Ul Sepzit Jadl Jo mgsr oMb

Le mot Ewnirizi ne se lit pas bien distinctement, et quant au titre du livre d'Abou Djafer
il est assez obacur.
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étant perpendiculaires, dans le plan de deux cercles, cou-
pant & angles droits le plan du cercle ABE, a Y'intersection
de ces cercles, seront perpendiculaires au plan ABE et par-
conséquent paralleles. Oun bien, nous pouvons dire aussi que
les droites CS, I étant dans le méme plan, perpendicu-
laires & Vintersection, seront paralitles; que par la méme
raison I'F, HN scront paralltles, et que des lors CS, HN
sont paralléles. — Joignons NS. Les angles HNS, CSN seront:
droits nécessairement. Mais CH étant perpendiculaire an
plan du cercle DIY, et FIN se trouvant dans ce plah, P'angle
CHN aussi sera droit et CHNS sera un paralizlogramme.
De 1 abaissons DL perpendiculaire & FE, alors DL, HN
seront parallsles les triangles DLF, HNF seront sem-
1%:%%.01’ LD =sin DF, pendant
que arc DE mesure I'angle A; DF =1 =sinus de I'angle
droit; NIl = CS=sin BC; — HF =sin CA, par la raison
que CH est perpendiculaire sur le rayon DI et AC est le
sinDE =sin A sin BC \

sin B=R ~ sin AC ¢ QFD.

biables et l'on aura

supplément de DC: done

Autre procédé, da a Abou Mahmoud Alhodjendy. Ce pro-
cédé se rapproche beaucoup de la démonstration précédente.
On pourrait méme dire qu'il n'en differe guére. Reprenons
le triangle ABC et achevons les deux quadrants AL, AD;
tirons les rayons FA, FB, FD, FE. On prouvera que AT
perpendiculaire au plan du cercle DI est perpendiculaire
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aux rayons ¥D, FE. Menons CH, perpendiculaire sur le
plan DX et CS, HN perpendiculaires an plan du cercle
ABE. Joignons NS. On prouvera que CH, NS sont paral-
leles et qu'elles font des angles droits—Menons DL perpen-
dicnlaire; on prouvera que cette ligne est parallele & HN
et qu'ainsi les triangles DLF, HND sont semblables. Menons
encore dans le plan du cercle AD, la ligne CT, perpendi-
culaire & l'intersection commune AY'; elle sera paralléle a
HF; les angles F, T, seront droits; l'angle CHF sera droit
avssi (CH étant perpendiculaire sur FD), et CHFT, consti-
L . FH=HT=sin AC
tuera ainsi un rectangle. Maintenant AN-CS—sn CB —
FD=R=sinde1 D
DL=sin de l'angle A
autre point quelconque, la conclusion sera absolument la
méme. De sorte que nous pouvons dire le rapport des si-
nus des arcs est égal au rapport des sinus des inclinaisons

C. Q. F. D

Si vous supposez sur arc AD un tout

Autre démonstration & Abou Rihan. Reprenons le triangle
ABC et achevons les qnadrants AD, AE. Prenons sur l'arc
AD un point H autre que C, et par ce point menons
angles droits sur AE, l'arc de grand cercle HN; les angles
B, N, seront droits. Prenons le pole de Yarc AE et tragons
deux arcs de petits cercles CL, HK, I'un passant par le
point C et I'autre passant par le point H; ces arcs seront
paralleles an quadrant AE. Abaissez sur le rayon FD, les
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perpendiculaires CM, HT; FM sera évidemment égal au si-
nus de l'are AC; et FT ==sin AH (car CM est bien le si-
nus de l'are CD supplément de AC et H'l' le sinus de DII
supplément de AlI).

Des points M, T, pieds des perpendiculaires tirez sur le
rayon FE les perpendiculaires MO, TS; le plan du cercle
DI stant perpendiculaive au plan du cercle AE, coupera
les plans des petits cercles & angles droits comme passant
par le pole.

La perpendiculaire CM, se trouve dans le plan du cercle
AD, et fait des angles droits avec l'intersection DI, donc
clle est perpendiculaire au plan du cercle DI Cependant
comme elle passe par la circonférence du petit cercle et
que ce petit cercle est perpendiculaire a ce plan, elle se
trouvera dans le plan du petit cercle CL.

Menons la droite LM; cette droite représentera linter-
section du petit cercle CL et dn cercle ED. Donc les plans
CL ct AE sont paralleles, et comme tous deux sont coupés
par le cercle AD, les intersections IF, LM seront paral-
leles, et OM leur sera perpendiculaire et l'on aura sin EL
égal et parallele & OM. Do la méme manidre on prouvera
que TS est égal au sinus KE.

Maintenant je dis: KL, BC sont deux arcs de grand
cercle passant par le pole des deux paralldles; ils tombent
(ils sont compris) entre deux cercles parallzles donc ils
seront égaux, ainsi que cela est prouvé dans les Sphériques
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(?

(de Théodose); il en est de méme de KIS, HN. Par consé-
quent OM = sin BC et ST = sin HN, et du moment qu'on

I«_‘l{_ﬂ i sin AC  sin AH | tandive
A0 — s OB aura aussl = —pE = o TIN ¢ 8 -d-dire que

les rapports des sinus des arcs anx sinus de leurs inclinai-
sons sont égaux C. Q. F. D.

Voila ce que les hommes de science ont enscigné sur
cette matiere.

Autre démonstration tirée de la figure du quadrilalére.

A

Dans le triangle ABC l'angle B == 1 D. Achevez les qua-
drants AD, AT et décrivez I'arc ED. Prolongez-le et pro-
longez l'are BC jusqu'a leur rencontre en I'. En vertu du
rapport implicite on aura: sin_ I =sin B . on AC-
*sin DE 7 sin BC 7 sin AD

Mais FE, FB stant des quadrants (& cause des angles 13, It
sin AC  sin AD=sinusdelangledroit

qui sont droits), on aura sin BC~ sin DI —sinus de l'angle A
C.Q F. D

Auty sin CB o
utrement. ——po (en vertu les régles du rapport implicite)

__sin ACXsin DE Parmi . .
=on AD " mn BE Garmu ces six quantités nous avons

trois quadrants, BF, AD, EF; dont les sinus seront tous
egaux au rayon; lequel étant pris pour unité, comme Abou

Rihan le prenait, on aura pour mesure da rapport composé
sin CB
s BEF’ le sinus de CB, lui-méme; et de méme on aura

LIVRE CINQUIEME. 155

sin AC . -
pour mesure du rapport ==, le sinus de AC, et enfin

sin DE .
pour mesure du rapport = le sinus de DIE. Donc,

sin CB = sin AC x sin DE, sin CB X 1 = sin CB, et sin

) ) X .. 8inAC_ 1 __R=sinlD
LALLM R € 1'sin CB ™ sin DE ™ sinangle A
C. Q F D

Si nous remplagons I'arc AC par un autre arc, il n'y aura
évidemment rien A changer dans nos conclusions, d'ott la
conséquence: les rapports des sinus des arcs, aux sinus de
leurs inclinaisons sont égaux aux rapports du sinus total
c’est-d-dire du rayon au sinus de langle.A.

Nous terminerons ici ce que nous avions & dire concer-
nant les démonstrations de cette figure.

De Papplieation de la figure supplémentaire
aux autres trinngles.

Pour les triangles acutangles et obtusangles la question
qui se présente est celle-ld méme que nous avons signalée
au début de ce chapitre; & savoir que: le rapport des si-
nus des cotés les uns & 'égard des autres est égal an rapport
des sinus des angles opposés & ces cOtés.

Soit le triangle ABC formé par des arcs de grands cer-

cles, et qui n'a pas d'angle droit, je dis que:

sinus arc AB __ sinus angle O opposé & arc AB

simus arc AC _ sinus angle B opposé b arc AC’
Démonstration. Décrivez un arc de grand cercle passant
par le pole de I'arc BC et par le point A, et soit le cercle
BC coupé par cet arc en E a angles droits. Si les angles
B, C, sont aigus, le point I, tombera dans le triangle; et
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si I'un d’eux est obtus le point I tombera hors du triangle
du c6té de l'angle obtus. Supposez p. e. que dans l'une
de ces deux figures I'angle B soit obtus; dans toutes les

deux hypotheses on aura deux triangles rectangles, ABL,

1. sin arc AB 3. sin de

ACE; dans le premier desquels - - ==
2. sin arc AE " 4. sin de

langle droit I Q‘ 1 sin ave ATl
Fangle B : et dans le second (ACL)

2. sin arc AC
3. sinus angle C , s s
Z-iinus anglo ot B’ d’ou par la régle de Pégalité troubleé

sin AB_sinus C

sin AC™ sinus B’ C.Q F.D.
R
¢ B

A

Autrement. Dans le 1 triangle (ABE) nous avons quatre
quantités qui sont en proportion; nous en avons également
quatre dans le second (f%E), or la 2% et la 3% des 4, 1%
sont égales & la 1% et la 4% des 4. 2%*¢; et des lors aussi
le produit de la 2** et de la 3% des 4. 1**; sera &gal
& celui de la 1 et de la 4°™ des 4. 2. Il en résulte
que le produit de Ja 1** et de la 4°= des 4. 1** doit &tre
égal au produit de la 2™ et de la 3% des quatre secondes;
c'est-a-dire que le rapport de la 1 des quatre premiéres
(sinus AB) a la 2% des quatre deuxidmes (sinus AC), doit
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atre 6gal au rapport de la 3% des quatre deuxidmes (si-
nus angle C) a la 4*® des quatre premidres; (sinus angle B)
¢. Q. T. D.

Autre démonstration de I Emir Abou Nasr. Yrenons deux
triangles ABC dans I'un desquels tous les angles soicnt
aigus, tandis que dans Vautre 'angle B est obtus. — I’rolon-
geons les cotés BO!/de manigre & avoir deux arcs BK, BE,
éganx chacun & un quadrant — Faisons de méme pour les
arcs COD, CT et joignons les arcs (de grands cercles) TD, KE;
ces arcs mesureront les angles C, B, s'ils sont aigus, ou
bien Pangle C aigu et le supplément de B obtus. — Dans les
deux cas leurs sinus, seront les sinus des angles C, B. — Me-

nons les rayons FB, FC, FK, FD, FT, FE, chacun de ces

rayons sera évidemment lintersection de deux cercles. Du
point A abaissons trois perpendiculaires, I'une AM dans
le plan du cercle BA (sur le rayon-intersection BF;) qui
sera parallele 3 EF; la seconde AL, (dans le plan du cercle
AQ, sur le rayon-intersection CF) parallele a DI'; — et la
3éme AN, dans le plan du cercle TBC; joignons NL, NM,
ces deux lignes seront perpendiculaires a l'intersection, ainsi
que cela a ét¢ établi dans I'introduction. — Abaissons encore
la perpendiculaire DH sur le rayon-intersection FT; elle
se trouvera dans le cercle DT. L'arc’ TBC passant par C,
pole de I'arc DT, le plan de ce dernier cercle sera per-
pendiculaire sur le plan du cercle TBC. De méme nous
abaissons ES perpendiculaire sur KF; ES sera évidemment
perpendiculaire sur le plan TBC aussi. Ceci posé, on voib



158 LIVRE CINQUIEME.

que les triangles ANL, DHF, (2 cause du parallélisme des
cotés AL, DF; AN et DH; NL et HF) sont semblablles;
et aussi que les triangles ANM, ESF sont semblables. On

aura donc A— (du triangle ANM)— I‘g‘-—R (du trmng]e
QT . . DH

ESF); et a.uss1 e (du triangle ANL) — —— DR (du bri-
angle DHF); mais R étant égal & 1, par l’egahte troublée
on aura iLL{ EISI Or AM —sin AB; AL = sin AC; DH
= sin DT = sin de Y'angle C; ES — sin EK = sinus de
Pangle B: don SR AB_slnC ¢ 0 5 p,

s o om AC snB @

Conséquences et accessoires de la figure supplémentaire.

1** Conséquence. Dans tout triangle d'arcs de grands
cos. de Yun des cotés de
cos. du c6té opposé al'angle
langle droi i y i

rago Crol . s So “angle drolt Soit lo triangle ABO
cos BC _ sin de toutle quadr, ant
cos AC_ cos AD

cercles qui a un angle droit

rectangle en B, je dis que:

Démonstration. Prolongez AC, AB, de manitre & former
les quadrants AD, AE; et ED, BC, jusqu'a leur rencontre
en I, qui sera le pole de AE; le quadrilatére AEFC, aura
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ainsi pour cOtés des quadrants et ses angles I), Ii, B, se-

ront droits; et deés lors aussi d’aprds ce qui a été établi
gin FC sin ¥B .

sin DO sin BB LD

CD, BE sont les compléments des arcs CB, AC, AB; si-

cosBC sin.d’'un quadrant

cosAC™ cos AD

dans la figure supplémentaire

nus 1B est le plus grand sinus, done

C. Q. D

Autrement. Aboul-Fazl Ennizizy et Abou Djafer Alhazin

“dans leurs commentaires de 1'Almageste ont fait usage

de la figure qui donne lieu & cette démonstration, 3 l'oc-

.casion’ de l'enseignement des lieux d’apparitions des étoi-

les(') Reprenons la figure que nous avons empruntée pré-
cédemment A& ces mémes auteurs en traitant de la figure
supplémentaire. Nous y avions démontré que CSHN était
un rectangle et que CH était perpendiculaire an plan du
cercle DE; que SN paralldle a CH était perpendiculaire
au plan du cercle DE, que le triangle FSN était rec-
tangle en N. Tirez BO perpendiculaire & EF, dans le plan
du cercle AB, SN aussi se trouve dans ce méme plan
et les triangles FBO, FSN seront semblables, d'on
T8 =cos BC FB=R=sinus maximus
SN=CH=cos AC  BO=-cos AB -G @ FD.
2¢=* conséquence. Dans tout triangle formé par des arcs

At w4 @
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cosinus d'un angle
cosinus de larc
autre que l'angle droit sinus de l'autre angle non d101t
opposé & cet angle ~ sinus de l'angle droit

Soit dans le triangle ABC langle BC droit, je digque
cos. A sinus O '
cos. B O™ sinus B=1"

- de grands cercles et qui a un angle droit:

E
L% B
/&\ \
/ N

Démonstration. Complétons le quadrilatere EAFC au
moyen de quadrants. Dans le triangle CDF, I'angle'D sera
droit, et d'apras les principes de la figure supplémentaire
sin D sin C
sin FC ™~ sin D=1’

Mais DF = compl. DE qui mesure 'angle A; FC==compl.

) A
CB, coté A, - BO= 2= _
coté opposé & A, d'oir, dans le triangle A s 30

sinus C
1
C'est sur ces deux conséquences; ou corollaires que sont

fondées la plupart des questions qu’on présente comme des

conséquences de la figure supplémentaire.

D’aprés 'Emir Abou Nasr:

Dans tout tnangle recta.ngle (') chaque angle non droit
mesure lo complément de Vinclinaison du complément
de son arc, l'inclinaison étant prise sur celle dont la plus
grande mesure 'autre angle non droit de ce méme triangle;

.C Q F D.

(1) Formé d’arcs de grands cercles.
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et réciproquement, son arc, (c'est-a-dire I'arc opposé & un
angle non droit) est le complément de P'arc dont le complé-
ment d'inclinaison est la mesure de l'angle opposé a cet
arc, en prenant l'inclinaison sur celle que nous avons qua-
lifise de plus grande. Ainsi la mesure de l'angle A dans
le triangle ABC du quadrilatére dont nous venons de tracer
la figure est ED égal au complément de DF qui constitue
I'inclinaison de I'arc CF (Iinclinaison étant prise sur celle
dont la plus grande mesurera l'angle C), lequel arc CF est
le complément de BC; et voila comment ED est le com-
plément de Pinclinaison du complément de BC eu égard
& linclinaison que nous avons considérée. De méme le cots
BC est égal au complément de CF dont l'arc d’inclinaison
par rapport & l'angle C est arc FD qui est égal au com-
plément de Vangle A.

Cette observatien établit la similitude existant quant
au rapport de 'angle et de I'arc. Dans la pratique cepen-
dant cela rovient au 2% corollaire ci-dessus.
sinus du complément de I'angle non droit
sin. du complément de 1'arc opposé a cet angle
sinus du complément de Yautre angle non droit
sinus de l'arc opposé & l'angle droit '
cos A _ sin BA opposs a C
cos 3G sin AO opposé a l'angle droit
gin DF  sin BA
sin FC™ sin AC

Ainsi ehcore,

est égal &

c'est-a-dire et cela

par la raison que , ainsi que cela a été
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démontré par la figure supplémentaire. Ce corollaire n'est
pas d'une grande utilité dans la recherche des inconnues, car
on ne parvient ainsi a la connaissance de l'inconnue qu'au
moyen de trois connues autres que I'angle droit, tandis que
par la figure supplémentaire et ses deux corollaires on n'a
besoin que de deux données. On rattache encore a cette
figure d’autres corollaires que ceux dont nous venons de
parler; mais ce que nous en avons dit suffit pour le but
que nous nous proposons ici.(')

Abou Mahmoud Alhodjeudy a donné a cette figure (la
figure supplémentaire) la dénomination de « Régle de Vastro-
nomde.» (*) D'autres V'ont appelée la figure qui dispense du
quadrilatére. (*)- Dans son livre intituls «Les clefs de la con-
naissance de ce qui se produit sur la surface de la sphére.» (")
Abou Rihan affirme que c'est bien I'Emir Abou Nasr qui
a le premier fait usage de la figure supplémentaire en lieu
et place du quadrilatére, mais que le nom qu'elle porte
lui' vient d’Elkia Kouschyar Ber Lebban Eldjébely(?) (%)
Cependant cette assertion se heurte contre une difficults,
car I'Emir Abou Nasr, dans la seconde partie du Livre I
de Touvrage intitulé «I’Almageste Royal» (*) au début du
Chapitre III, dans lequel il est parlé de cette figure, écrit
textuellement; «Chapitre III** de ce qui peut dispenser

(1) Voici le texte du commencement de ce paragraphe '“.‘5“::""**. ! ,‘5 e ,_l ,:.*1\ Je
S GAV polasy o6 Jo ol otk 055 ) ill op SN Bl 6 g
o3 el s O WSy MY et e @ i W B gh o Sk ackfl O
B Lioy oo s by G 57 Gy Lad g UL WO

at og6 @

it @

OV b Saghe Bl ol Y

N IEET 2

Le défaut de points diacritiques ne permet pas la lecture assurée du dernier surnom de ce

géométre.
Al @
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de 1.1. ﬁ(rme du quadulatéle» et la aprés qu'il a mentionné
le traite (Rlssakt) de Thabit-Ben-Korrah sur les différentes va-
riétés qui surviennent dans la figure du quadrilatere il ajoute.
«et Thabit-Ben-Korrah a également composé un traité sur
«ce qui pent dispenser de la figure du quadrilatere, mais
«celui qui y a recours doit connajtre I'usage des rapports
«composés; or je vais montrer ici-méme un procédé qui
«dispense aussi bien de la figure du quadrilatere que des
«rapports composés». Ces paroles prouvent bien que le terme
méme de figure supplémentaire est da & VEmir-Ahou-Nasr

qui le tenait de Thabit-Ben-Korrah. (')

CHAPITRE VI

De Ia figure dite ombrée, de ses conséquences ct
de scs nccessoires.

La priorité en ce qui concerne cette figure revient incon-
testablement & Aboul-Véfa lilbonzdjany ainsi que cela est
constaté par Aboun.Rihan.

La proposition d démontrer porte sur le triangle rec-
tangle formé par des arcs de grands cercles dans lequel
sinus de 'un des cotés de I'angle droit  ombre de T'autre
sinus de l'angle droit ~ ombre de langle
cots de Vangle droit
opposé & ce cOté '

Mais avant d’en entreprendre la démonstration, il con-
vient de dire que par ombre d'un arc on entend ici la par-

(1)) Une note en marge du manurerit porte. @ J'ajoute: Que VEmir Abou Nasr en a parlé
adans son commentaire sur Ménélas, sinsi que je V'ai rapporté & V'occasion de la figure supplé-
amentaire . — Cette note semble se rapporter & co qui eat dit an commencement de ce chapitre;
dans ce cas elle serait due & la plume de 1'suteur et non A celle du copiste ou de quelque utre
personne qui murait aussi écrit sur le méme sujet.
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tie interceptée, par les diamétres menés aux extrémités de
cet arc, sur la perpendiculaire élevée & I'une de ses extré-
mités sur le diametre qui passe par cette extrémité; cette
perpendiculaire sera d'ailleurs parallele au sinus de cet arc,
le sinus étant Ini aussi nécessairement perpendiculaire sur
ce diamétre.

Soit le cercle ABCE (centre D) et Farc AB. Menez les
diametres passant par les points A, B, et du point A éle-
vez sur AC, la perpendiculaire AT, qui rencontrera le-dia-
mdtre BE en T; AT est lUombre de Varc AD, paralldle a
BH qui en est le sinus. De méme élevez sur AC, la per-
pendiculaire DT au centre. La perpendiculaire TK sera
I'ombre de I'arc TB, pendant que BL en est le sinus; en
d’autres termes TK et BL seront I'ombre et le sinus du
complément de l'arc AB. Ce que nous avons appelé ombre,
les astronomes l'appellent ombre premiére et ombre renversée
de T'arc AB. qui sert de norme & ombre de larc, &'dlé-
vation ou d’ascension; ils appellent TK, Pombre seconde de
'arc AB, ou lombre droite; T'D est pour enx le diamétre de la
1 ombre, et KD, le diamétre de la seconde ombre ; et ils se
servent du diamdtre pour mesurer la 1*° ombre, de la mémo
maniére dont ils se prennent pour les sinus et les cordes.
Parfois ils divisentlls_eg@ii_g_p_mhx_‘g. en douze parties qu'ils
appellent doigis, ou bien en neuf ou six; ils donnent & la
moitié le nom de pieds. L'ombre 1% de tout arc est 'ombre
2% de son complément et vice-versa; le rapport de I'ombre
au rayon est égal au rapport du sinus de larc au sinus
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de son complément (cosinus}); le rapport de I'ombre au dia-
metre de I'ombre (FD) est égal au rapport du sinus au
rayon, & cause de la similitude des triangles FAD, BHD;
mais les triangles AFD, K'TD aussi étant semblables on a
FA _TD= AD
AD T KD

entre 'ombre de l'arc et ombre de son complément, et
les ombres de deux arcs sont comme les inverses des ombres
de leurs compléments. De méme le rapport de I'ombre de
tout arc a Pombre du complément d’'un autre arc, est égal
au rapport de 'ombre de cet autre arc & I'ombre du com-
plément du premier arc.

Maintenant lorsqu'un nombre est multiplié par un autre
nombre et divisé par un troisitme nombre, et que I'unité
est moyenne proportionnelle entre le multiplicateur et lc
diviseur, le produit de la division et le quotient de la di-
vision donnent le méme résultat; par la raison que, le rap-
port de I'unité au multlphca.teur = le rapport du multipli-

cande au produit, que le rapport de V'unité au diviseur —
le rapport du quotient au dividende, et que, inversement
le rapport du diviseur & P'unité est égal an rapport du divi-
dende an quotient. Des lors, puisque dans I'hypothese en
question, le rapport du diviseur & I'unité est le rapport méme
de Yunité au multiplicateur, le rapport du dividende au
quotient sera égal au rapport du multiplicande au produit,
et réciproquement le rapport du dividende an multiplicande
est égal au rapport du quotient an produit de la multiplica-
tion; mais dans notre hypothese, le multiplicande ct le di-
vidende étant les mémes, le produit de la multiplication ¢t
lo quotient de la division seront aussi les mémes. Ceci posé,
si nous faisons du rayon une unité, d’aprés le procédé d’Abou
Rihan, il devient clair que le produit d’'un nombre par
I'ombre d'un arc, devra étre égal A la division de ce nombre
par 'ombre del'arc complémentaire..

; done le rayon est moyen proportionnel
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De méme si P'unité est moyenne proportionnelle entre
deux nombres, que le premier de ces nombres soit multi-
plis par un 3% nombre et que le 2 soit divisé par ce
méme nombre, I'unité sera encore moyenne proportionnelle

1" nombre

entre ce produit et ce quotient. Iin eﬁ"et——l_._
1 1 le 1* nom.=multiplicande,

2= nom. 3*** nom.=multiplicatenr produit

ot 1 . quotient  Mais

34" nombre = diviseur  dividende == 2*** nombre
le rectangle multiplicaride X dividende = 1° = le rectangle
produit X quotient = 1*. Donc produit: 1 :: 1 : quotient.
D'ott la conséquence: si 'ombre d'un arc est multipliée par
un nombre, et si I'ombre de I'arc complémentaire est divisée
par ce méme nombre, le rayon sera moyenne proportion-
nelle entre ces deux résultats, les deux arcs pris ensemble
formant un quadrant.

De méme si 'unité est moyenne proportionnelle entre
A et B, et aussi entre C, et K, elle sera également mo-
yenne proportionnelle entre A X C =D et B X E = If; car

1 _ A=multiplicande C_ D 1 B
C = multiplicateur ~ D = produit "1TAET
mais par hypothese . I done 0 = E, d'ots D I" A 3.
17 F ATTF o
Mais é::l donc aussi D:1:: 1T
1 B
Dans la méme hypothese, si %: D; %: F, 'unité sera
moyenne proportionnelle entre D et IF. En effet Oz—dlmsa]?:
D =quotient ,C A, 1 _F D A
A= Qividends ' 1— DB = mulbiphicatesr — B D~
I

§,AXB=D X ¥ et comme A : 1::1:Boéndevra avoir
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aussi D :L::I: 1\ Dot il résulte que lorsqué nous multi-
plions I'ombre d’'un arc par Yombre d'un autre arc, ainsi
que les ombres de leurs arcs complémentaires l'un par
I'autre, les produits des deux multiplications seront les om-
bres de deux arcs dont I'un sera le complément de 'autre
et que d'un autre coté, lorsque nous divisons 'ombre d'un
arc par 'ombre d'un autre are, et que nous faisons la méme
chose pour leurs compléments les deux quotients sont les
ombres de deux arcs complémentaires. (')

Iinfin si (A et B étant deux nombres) %: C etil: L,

I'unité sera moyenne proportionnelle entre C et L car
1

%=§;%°=%%=]TE;%=% donc%:%ou bien C:1::

I:EB. La conséquence en est que lorsque par la division

de deux nombres on obtient I'ombre d’un are, la division

inverse doit donner l'ombre du complément de cet arc.

On peut arriver & une foule de conséquences de ce genre
en étudiant les propriétés des ombres dont la connaissance
se préte & un grand nombre de développements sur ce sujet.
Mais revenons & ce qui fait I'objet principal de notre re-
cherche, et établissons la plupart des théorémes de cette
figure d'une manitre analogue 2 celle que nous avons sui-
vie pour la figure supplémentaire, en commengant par une
introduction pareille & celle dont Abou Nasr a fait pré-
céder ses développements.

Proposition préliminaire. Si deux plans se coupent 2
angle obtus ou aigu et si prenant un point sur I'un de ces
plans, sur ce point nous élevons une perpendiculaire & ce
méme plan, et de ce point xous menons une perpendicu-
laire sur la ligne d’intersection, la droite qui joint le pied

t,
(1) 8itga )X tgb=—tgx on aura cota X cotb — ootx = tg (90 —x); de méme li:-:-: ==tgx
cots
alors b= cotx —tg (50—x).
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de la 1** perpendiculaire dans le second plan au pied de
la perpendiculaire & la ligne d'intersection, sera également
perpendiculaire & la ligne d’intersection. Soit AB T'interscc-
tion des deux plans, C, le point en question dans le 1* plan,
CE la perpendiculaire élevée sur ce plan et coupant l'antre
plan au point E; CD la perpendiculaire de C sur AB; joi-
gnez ED, je dis que DE sera perpendiculaire sur AD.

Démonstration. Prenez sur AB, un aatre point, le point I,

JAN —2——2—2

p- e menez CE, EF; ECF sera droit; donc EF=CE+CF,
—o———2 — 2 — 9 —0 —2
Mais CF=CD+DF ; donc EF=CE+4CD+DF. Mais ED=

— 2 — 2 —2——9—— . ~
LC+CD ; done EF<=ED+DF ce qui prouve que LDF =

1 D. C. Q. F. D. Autre démonstration. Prenez DH = DF,
menez CH, EH; dans les triangles CHD, CDF, DH = DF,
CD est commun, les angles D sont droits, doncaunssi CH =

ANEERAN
CF; et par conséquent ECF = ECH, d’ot TH = EF. Donc
A 5 NE A~ ~
enfin EDH = &DF, EDH = EDF, C. Q. F. D.
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De In figure ombrée. ()

Dans le triangle ABC formé d’'arcs de grands cercles,
soit 'angle B =1 D; l'angle A — un angle aigu je dis que
sinns AB tg BC
au sinus de son tout —angle B = tg A

Démonstration. Prolongez les arcs AB, AC, jusqu'a ce
que vous ayez AE, AD égaux & deux quadrants et faites
passer par ces deux points P'arc de grand cercle DE qui
mesurera 'angle A. Des points B, E, ¢levez BT, EK, per-
pendiculaires au plan du cercle ABE qui iront se terminer
au plan du cercle ACD, aux points K et T et rencontre-
ront ainsi le plan du cercle ACD aux points T, K. Ces deux
perpendiculaires se trouveront nécessairement dans les plans
des cercles BC, DI chacune dans le plan de son cercle,
par la raison que ces deux cercles font des angles droits
avec le plan du cercle ABLE, et que les perpendiculaires
sont ¢levées sur les points d'intersection. Du centre I' me-
nez I'D, FC que vous prolongerez jusqu'a T et K. Tirez
de méme le rayon FA, qui constitue la ligne d’intersection
des denx cercles AE, AD, et BH perpendiculaire & ce rayon.
Menez encore T'E qui sera perpendiculaire 3 AT, puisque
AE est un quadrant. Enfin menez TH; les triangles TBH,

(I) Nous avons conservé ici encore 'adjectif ombrée; maia comme il u été sufflaamment cons-
taté que ce gue notre auteur appello omdbre est tout simplement la cungenfe, pour plun de clarté
nous ne nous servirons dorénavant que de cette dernidre dénomination.
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KEF seront semblables; (en effet, BH, EF, qui se trouvent,
dans le plan du cercle ABE sont paralldles, comme per-
pendiculaires & la méme ligne AF; BT, EK, sont égale-
ment parallzles comme .perpendiculaires an méme plan, le
plan du cercle ABE; TH, KT sont aussi paralléles en vertu
du principe que nous avons posé. dans l'introduction;) Nous
aurions pu aussi commencer par mener des points T, K
les lignes TH, KT, perpendiculaires sur AF dans le plan
du cercle ACD et joindre ensuite BH, EF paralleles & ces
lignes, en vertu du principe développé dans Vintrodution
de la figure supplémentaire, de manidre que ce principe
fat suffisant pour les deux figures. Bn tout cas, le paral-
lélisme des cotés des deux triangles semblables TBH, KEF,
BH (sinus AB) w
ET' (= R =sinus de l'angle droit B) —

C.Q T D

constaté on aura

BT (tg BC)

EK (tg ED = tg angle A)’
Il en résulte que si nous supposons un autre arc, p. e.

l'arc LM, perpendiculaire au cercle AL on aura encore

sin AL tg LM sin AB  tg BC,

sin AE - tg BD ' sim AL tg LM’

de sorte que les si-

nus des arcs sont entre eux comme les tagentes de leurs
largeurs entre elles et par conséquent aussi le sinus de tout
arc est & la tangente de sa largeur, comme le sinus mazi-
mus b la tangente de l'angle A; si bien que dans deux
triangles qui ont un angle droit et un angle aigu égal,
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(lors méme que les triangles ne seraient pas superposables
I'un & Yautre, comme cela est le cas dans les triangles ABC,
AED des deux figures ci-contre, ot les deux angles aigus
A sont égaux, pendant que les deux angles B et L sont
droits) les choses se passent comme nous venons de le dire,
ainsi qu'on peut le démontrer comme nous l'avons fait plus

haut.
e K TN
/¢

[PARN

AL F H A

Les techniciens se sont en général bornés & la démons-
tration” précédente; néanmoins j'ai cru devoir ajouter quel-
ques autres démonstrations de ces mémes principes, par
analogie de ce qui a été déja fait pour la figure supplé-
mentaire afin que, Dieu aidant, la discussion soit rendne do
tout point proportionnée dans ses parties.

Autre procédé. Duans les deux triangles formés d’arcs de
grands cercles ABC, AED, soient les angles A égaux com-
me opposés par le sommet, les angles BB, E droits. Du centre
I*, menez les rayons FC, FB, FA, FE, FD. Des points B, E,
abaissez sur AT, ligne d'intersection des deux plans, les
perpendiculaires BH, EL, et de ces mémes points odlevex
sur le plan du cercle AB la perpendiculaire BT, et sur
celul du cercle AC la perpendiculaire EK qui rencontre-
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ront lgs rayons FC, FI) prolongés, en T et en K. Joiones
TH, KL. Les lignes BH, TF &tant dans le plan du e;'c]e
A(:J, (‘) TH aussi y sera, perpendiculaire AT, d'apres le
principe posé dans lintroduction; EL aussi sera dans ce
méme plan perpendiculaire & AF, d'on il résulte que TH
et EL sont paralldles; de la méme manitre on prouvera
que BH et KL, perpendiculaires a AT et qui se trouvent
dans le plan du cercle BA sont également paralleles: de

N N ) A A
la. BHT = ELK, d'un autre c6té B et It sont drotts, done

BH=sinus AB

les triangles BHT, EKT, sont semblables, d’ou r————— —
Lli=sinus AE —

BT=tg BC
¥K—tgip O ¢ T D.

S{ les tn.angl’es étaient superposables, la démonstration
serait fournie d’'une maniére analogue.

B E
A AT [ RK
N ¢ M\]‘;
H
F

Autre démonstration. Soient les deux triangles ABC, ALD,
formés d'arcs de grands cercles. Ils ont I'angle A commun
les angles B, & droits; I est le centre; FA, FC, D sonf:
des rayons. Du paint A, comme pole, nous faisons passer
par les points B, 1; deux arcs de petits cercles BN, EM;
nous abaissons ensuite sur AT, les perpendiculaires BH , BL,
qui seront les rayons des deux petits cercles, ainsi que

nous l'avons établi plus haut; aux points B, E également

(1) BIX n'est pas dans le plan du cercle AC, c'est le poi
. J s oint II '
point T et par conséquent la droite TH. : el £ troure, comme wunl 1e
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nous élevons B, EK perpendiculaires an plan du cercle
AL, ce seront les lignes d'intersections des plans des petits
cercles et de ceux des grands cercles BC, ED, par la rai-
son que les petits cercles aussi bien que les grands cercles
BC, ED sont perpendiculaires au plan dv cercle AE, que
leur section sera par conséquent une ligne perpendiculaire
b ce méme plan, et que des points B et E' on ne peut
élever plus d'une perpendiculaire sur ce plan, se terminant
au plan BC aux points I, X. Maintenant les points T, N, H,
se trouvant 2 la fois dans le plan du petit cercle BN et
dans celni du grand cercle ACD, seront situés sur leur
intersection commune: sur la droite TH; de méme les points
K, M, L, seront situés sur la droite KLi; et & cause de la
similitmle des ares BN, EM, situés entre les arcs de grands
cercles AL, AD passant par le pole A, et de I'égalité des
rapports des tangentes des arcs semblables de différents

BH=sinus AB_ EL-sinus AL
cercles i leurs rayons on aura BT tg BC ~ LK -tg ED

c'est-d-dire que le rapport du sinus d'un arc a la tangente
de su largeur, est égal au rapport du sinus d'un autre arc
& la tangente de sa largeur; et, si AL, AD sont des qua-
drants, au rapport du sinus entier, (le rayon) 2 la tangente
de Tangle A.

Autre démonstration. Soient les triangles ABC, AED, con-
formes & la définition; BH, ET, perpendiculaires an plan
ABL; prolongeons les rayons FC, FD jusqu’a leur rencontre
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avec les perpendiculaires aux points T, H; et la corde BL,
jusqu’a sa rencontre avec le rayon FA au point K Les
points X, H, T, étant situés dans le plan des perpendicu-
laires BA, ET, qui sont paralleles et aussi dans le plan
AD, se trouveront sur la droite-intersection THK, et les
deux triangles KBH, KET seront semblables, comme ayant
langle K commun, et les angles B, I, droits. Mais iz—][;‘::
sinus AB__BH _ tg BC
sinus AE BT tg ED
arcs les uns envers les autres est égal au rapport des tan-
gentes de leurs largeurs. Bt (si AD), AE = quadrant) au
rapport de la tangente de la largenr a la tangente de
langle A. C. Q. F. D.

» donc le rapport des sinus des

Autre démonstration. Reprenons le triangle ABC, prolon-
geons les arcs AB, AC, jusqu'a parfaire les quadrants AD,
AT; tragons Varc DE, et menons les rayons A, I'C, I'D, I'Li;
élevons BT, EK perpendiculaires aun plan AL, et prolon-
geons FC, FD, jusqu'a leur rencontre avec ces perpendicu-
laires aux points T, K; abaissons BH perpendiculaire sur
le rayon intersection FE, dans le plan du cercle AB; BH
sera perpendiculaire au plan DE; menons de méme TL per-
pendiculaire sur le rayon intersection FD, dans le plan du
cercle AD; TL sera aussi perpendiculaire an plan du cercle
ED. Joignons HL. Maintenant TL, BH seront parallles
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comme perpendiculaires au mémo plan, les angles DBHI,
''LII seront droits, mais l'angle HBT aussi est droit; donc
BTHL est un rectangle et HL étant parallele & BT qui
est parallele-a EK, on aura HL, parallele & VIS, ot les tri-
angles FHL, FEK, semblables.

FH=sinus du complément de BE=sinus ADB
HL-BT = tg BC -

FE = sinus maximus . . . BM
. - Nous pou aussi m ‘ -
ER=ig A ous pouvions aussi mener pet

d’olr

pendiculaire &4 FA et prouver que la figure BHFM est un
rectangle pour en conclure que HF = MB etc. C. Q. . D.

Autre démonstrdtion. Tirée du quadrilatere.

A
Triangle ABC.B = 1. D. AD, AE sont des quadrants:
LT, BF le seront aussi. En vertu du principe du quadri-

latere sfn BC =sin B{L sin LD
sin CI" son complément  sin AE ” sin DI son compl.
. sinus dun arc . tg de Yarc
M8 Sinusdeson complément=—cosinus delare R
donc g 1130 == 1:1]3 X 8 l?D’ d’ot supprimant le 2* et
ol = 4 tg BC _tg ED
e 6°"° terme comme égaux on a 5o AR R”

Autrement. Si, avec Abou Rihan, nous supposons le

BC
rayon égal & Vunité, tiﬁ—- = tg BO =sin AB X tg ED ou
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' B
bien tg BC X 1 = sin AB X tg ED; soit 81“1 1?

tg BC . . .
tg BD = tg angle A Il en serait de méme si, an lieu de

BC, il s'agissait d'un autre arc; ce qui prouve que les si-
nus des arcs sont entre eux comme les tangentes de leurs
largeurs entre elles. C. Q. F. D.

Par 1a on voit aussi que cette figure (la figure ombrée)
se rattache au rapport explicite de Ptolémée, de la méme
maniére dont la figure supplémentaire se rattache & ce méme
rapport.

De Papplication des principes de cette figure
aux autres triangles.

Sachez que les principes que nous venons. de tirer de
figure dérivent de propriétés qui sont en quelque sorte
spéciales & l'angle droit. Ce qui n’est pas le cas pour la
figure supplémentaire. Il s’ensuit qu’on ne peunt en faire I'ap-
plication aux triangles acutangles ou obtusangles en faisant
abstraction de 'angle droit. C'est 12 un point qui différencie
cette figure de la figure supplémentaire, et qui donne a
cette dernidre un élément de supériorité, bien que ces deux
figures soient pour ainsi deux jumelles que le méme sein
a nourries.

Si nous voulons étendre cette figure aux triangles dont
nous venons de parler, nous décrivons un arc de grand
cercle passant par un de leurs angles et qui fasse un angle
droit avec le cercle dans lequel se trouve le c6té opposé
a cet angle.

Soit p. e. le triangle ABC, qui a les angles A, C, aigus
et I'angle B aign ou obtus. Faites passer par A l'arc AT
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qui coupe la base BC au point E, & angles droits, je dis que
tg B__ sinus CE
tg C~ sinus BE’

NE
\_/

tg B sin maxim.
tg AR sinus BE

Iin effet dans le triangle rectangle ABE

g AR
et dans le triangle AEC, également rectangle en l], tg 5=
sin IO : , ' tg B
I -D'ot en vertu de l'égalité troublée g 0=
sinus CI}
sinus BE’ C.QF D

N N
tg BAL tg CAE,
De méme tg BE  ig OF ' parce que chacun de ces

q : S ginus maximus Foben éch ;
eux rapports est égal & ———— % ,d'ollen échangean

tg BAE _tg BE
tg CAE tg CE

les termes

Corollaires et'conséquences de Ia figure ombrée.

1" Corollaire. Dans tout triangle rectangle, le cosinus de
P'angle aigu que nous lui supposons est au sinus de I'angle
droit, comme la tangente du complément de 'arc opposé
» Tangle droit est & la tangente du complément du coté
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qui se trouve entre Vangle droit et l'angle A que mnous
avons supposé aigu, ou bien comme la tangente du c6té qui se
trouve entre les deux angles est & la tangente du cdté op-
posé & l'angle droif.

Soit le triangle ABC rectangle en B et acutangle en A

cosinus de l'angle A cot AC

sinus maximus—snus B cot AB’
Démonstration. Complétez le quadrilatere AEFC, de ma-

nidre que les cotés en soient des quadrants et vous aurez

P sinus FD _ tg DC
en vertu du principede la figure ombrée sinus TH tg BB

je dis que

Mais FD = compl. DE qui mesure Pangle A; — FE =
quadrant, mesure de I'angle droit dont le sinus est le si-
nus maximus; — DC = compl. AC;— EB = compl. AB; donc
sinus du compl. de 'angle A = cos A _tg compl. CA=cot AC
sinus de B " tg compl. AB=cot AB
C. Q F. D

, . sin AB==sin AB
Autre démonstration. S BE —cos AB — tg A est égale

(ainsi qu'il a été dit dans la discussion du rapport expli-
. . gsin AC sin DI

cite du quadrilatére) ——FE=tg AGXSinFE:R_COS A
maisdansl’égalité tg A = tg AC X cos A, lemembre 2 droite=

. tg AB cos A tgAB
tg ABX 1=1tgABXR doh,ﬁg 20— 1 ’ettgAC_
cot, AC_d cos A cot AC
cot AB'“°™Cos B cot AB’

C. Q T. D.
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sin du compl. du c6té opposé al'angle droit
sinus de l'angle droit -
tangente du complément de l'un des deux autres angles
tangente de l'autre angle '
Ainsi dans le friangle ABC je dis que:
cos AC (coté opposé a Pangle B) cot A
sin BB (droit) T tg C
JAN
Démonstration. L'angle D de- FCD du quadrilatere en
sin CD __tg DF
sin maximus  tg C
CD = compl. AC; — DF == compl. ED (arc opposé & V'angle
A); donc dans le triangle ABC, :ﬁ? I? C=:;t (j&-C. Q.1.D.
Cette relation est une de celles qui reviennent le plus fré-
quemment dans les questions dérivant de cette figure.
tangente du complément, de Pangle non droit
tg. du coté situé entre cet angle et I'angle
__sinus du compl. du coté opposé a Pangle droit

24" Corollaire.

- Mais

question étant droit, on aura

3% Corollaire.

droit — sinus du 3% coté —

cot A cos AC . .
t2 AB =i oo En effet dans le quadrilatere en question
tg DF=tg (compl. de 'angle A sinug DC=cos AC
tg AB "~ sinus UB ’
par la raison que dans les deux triangles ABC, DCFT, les
angles en C sont égaux, pendant que les angles en B et
en D sont droits. C. Q. F. D.

Cu théoréme n’est pas d'un usage fréquent, par la raison que

la recherche de l'inconnue nécessite trois connues, tandis
que on y arrive autrement moyennant deux connues.

4% Corollaire. Dans un triangle rectangle, tout angle
autre que l'angle droit mesure le complément de la largeur
du complément du coté opposé a V'angle droit, largeur dont
la plus grande mesure l'autre angle non droit, et récipro-

on a
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quement le coté opposé & langle droit mesure le complé-
ment de l'arc dont la largeur est le complément de I'angle
non droit, largeur dont la plus grande mesure Pautre
angle non droit.

N

P

Reprenons la figure précédente et soit 'angle A du trian-
gle ABC mesuré par ED complément de FD, lequel FD
est la largeuwr de CD et la plus grande par rapport Pangle
C; DC sera le complément de AC, donc l'angle A est me-
suré par le complément de la largeur du complément de
AC, largeur qui est la plus grande par rapport & I'angle
C. Lgalement le coté AC est le complément de CD, largeur
de l'arc FD, complément de I'angle A; doncA C estle com-
plément de Yarc dont la largeur est le complément de 'an-
gle A, largear qui est la plus grande par rapport a l'angle C.

Ce théoréme a son analogue dans la théorie de la figure
supplémentaire. (')

Conclusion de ce chapitre.

Sachez que des personnes éminentes dans la science ont
trouvé a redire & cette figure & raison du rapide accrois-
sement des tangentes des arcs qui dépassent la huitiéme
partie du cercle. Les tangentes en effet augmentent rapi-

. (1° Chapitre précédent éq el ires de la fignre supplémeniaive. Théoréme
'Abou Nasr.
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dement au dela du rayon, car déja la tangente de la hui-
tieme partie du cercle (45°) est égale au rayon. Ainsi si
vous inscrivez les tangentes dans une table ou les arcs aug-
mentent par degrés égaux, les différences des tangentes an
dela de 45° deviennent tres considérables. Cest pourquoi
on n'a pas grande confiance & prendre dans ces tables les
tangentes en modifiant ce qui se trouve entre les lignes
comme cela se passe pour les autres tables. — Cependant
si nous partageons les arcs (en deux catégories), nous trou-
verons que l'objection qu'on a faite de ce chef a cette fi-
gure n'est pas fondée, du moment qu'il n’est pas indispen-
sable de prendre les tagentes dans les tables. (') En toute
circonstance nous pourrons opérer en nous servant des tan-
gentgs de la huitiéme partie du cercle, parce que les tan-
gentes ont des propriétés qu'on ne trouve pas dans les si-
nus, et qui permettent de se servir des unes pour les autres.
Nous en avons touché quelques mots au début de ce cha-
pitre, et nous allons bientdt montrer comment on peut faire
usage de toutes les tangentes en se bornant & connaitre
les tangentes des arcs moindres que la huitidme partie du
cercle.

On a vu par ce qui précéde que des quatre quantités
proportionnelles qu'on rencontre dans toutes les variétés de
cette figure, les deux sont des sinus, (dont 'un est la plu-
part du temps le plus grand sinus); et les deux auntres des
tangentes et qu'on trouve la quantité inconnue au moyen
d'une multiplication et d'une division. Prenons le rayon é-
gal & l'unité, l'inconnue sera un sinus ou une tangente. —
8i linconnue est un sinus, on la déterminera soit par la
multiplication de deux tangentes entre elles; soit par la di-
vision d'une tangente par une autre; — si l'inconnue est

(1) Lo texte porte ,)a o* 5:,]\ a3 -C..\i]l: fQ ot ._,,ﬁ.'l L.ilio‘ Liail 131,
Jatabt o O’S_{)! ._.,,..1_2 Ugld)u;‘ﬂ Jae o¥a
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une tangente on la déterminera soit par la multiplication
d'un sinus par une tangente, soit par la division d'un si-
nus par une tangente, soit enfin par la division d’une tan-
gente par un sinus. Ce qui fait cing cas.

1 Cas. L'inconnue est un sinus, et elle est déterminée
par la multiplication de deux tangentes. — Dans ce cas les
tangentes ne peuvent &tre toutes les deux plus grandes que
le rayon, car le rapport de l'unité & l'une d’elles doit &tre
égal au rapport de l'autre tangente au sinus cherché. Si
done l'une des deux tangentes était plus grande que l'unité.
le sinus devrait &tre plus grand que l'autre tangente; et
comme il n'existe pas de sinus plus grand que le rayon,
l'autre tangente devrait étre plus petite que le rayon. Par
conséquent, ou bien toutes les deux tangentes seront moin-
dres que le rayon, ou bien l'une d’elles sera plus grande
et l'autre plus pétite que le rayon. Si toutes les deux sont
plus petites que le rayon, il n’est pas nécessaire d’en parler
ici plus longuement. Examinons donc le cas, ot l'une est
plus petite et I'autre plus grande que le rayon. Dans ce
cas, si nous divisons la tangente moindre que le rayon par
la tangente du complément de l'arc dont la tangente est
plus grande que le rayon, le quotient sera le produit méme
de la multiplication de l'une de ces tangentes par P'autre
d’aprés ce qui a ét6 prouvé au commencement de ce cha-
pitre. Et lors méme quindépendamment de ce qui rapporte
aux différentes formes de cette figure, on aurait & faire la
multiplication de deux tangentes qui seraient toutes les deux
plus grandes que le rayon, afin de se procurer une autre
tangente, nous multiplierions la tangente du complément
du multiplicateur par la tangente du complément du multi-
plicande et nous aurions pour produit la tangente du com-
plément de Varc cherché, d’apres ce qui a été déja prouvé.

2°#¢ (Cgs. L'inconnue est un sinus, et elle est déterminée
par la division d'une tangente par une autre. Ici le divi-
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dende sera moindre que le diviseur puisqu'il faut que le
quotient de la division soit moindre que l'unité. — Si les
deux tangentes sont plus grandes que le rayon, nous di-
visons la tangente du complément de l'arc diviseur par la
tangente du complément de I'arc dividende, le quotient sera
le sinus cherché; car le rapport de deux tangentes est tou-
jours égal au rapport inverse des tangentes de leurs com-
pléments, comme cela a eté déja prouvé; l'une de deux tan-
gentes est plus grande et l'autre moindre que le rayon—
Dans cette hypotheése si c'est le diviseur qui est le plus
grand, nous multiplions le dividende par la tangente du
complément de l'arc diviseur; le résultat en sera le sinus
cherché. — Que si c'est le dividende qui est le plus grand.
il y a impossibilité d’aprés ce que nous avons déja dit.

3¢ (as. L'inconnue est une tangente déterminé par la
multiplication d'un sinus par une tangente. Si la tangente
qui sert de facteur est plus grande que le rayon, nous di-
viserons le sinus par la tangente du complément de l'arc;
le quotient sera la tangente cherchée; que si le quotient
ainsi obtenu était plus grand que I'unité, nous divisons l'n-
nité par ce quotient; le résultat sera la tangente du com-
plément de l'arc cherché; que vous pourrez trouver dans
le 1% table du huitidme du cercle. C'est ce qu'on devra
faire pour toute tangente plus grande que le rayon, lors-
qu'on voudra en connaitre l'arc par la table. Que si la tan-
gente facteur était moindre que le rayon, alors, la tangente
cherchée aussi serait moindre que le rayon, ainsi que cela
a été expliqué.

4™ Cas. L'inconnue est une tangente déterminée moyen-
nant la division d'un sinus par une tangente. Si le diviseur
est plus grand que le rayon, nous multiplions le sinus par
la tangente du complément de Y'arc diviseur. Le produit
sera la tangente cherchée.

5" Cas. Llinconnue est une tangente déterminée moyen-
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nant la division d’'une tangente par un sinus. Si le divi-
dende est plus grand que le rayon nous divisons la-tan-
gente du complément de l'arc dividende par le sinus; le
quotient sera la tangente du complément de T'arc cherché;
car ainsi que nous l'avons déja prouvé, le résultat de la
division de la tangente d'un arc, ou de la tangente de son
complément par une méme quantité donnent deux tangentes
dont I'une est le complément de l'autre.

Ces régles sont applicables s'agissant de quatre quantités
dont P'une est égale au rayon; sinon, lorsqu’on se trouve en
présence de deux sinus et de deux tangentes quelconques, les
cas des multiplications et des divisions & considérer sont plus
nombreux : mais la manidre dont on devra procéder n’en reste
pas moins la méme d’aprés tout ce que nous venons de dire.

Il demeure donc établi que dans tous les cas on peut
procéder par les tangentes tout en ne connaissant que les
tangentes des arcs moindres que le huitiéme du cercle. Dés
lors aussi.s'évanouissent les reproches que des-esprits aveu-
glés ont essayé de soulever contre I'usage de cette figure.

CHAPITRE VIL

Développements complémentaires sur la manidére par
Iaguelle on arrive & connaitre les inconnues par les
connues dans les triangles sphériques.

Nous avons déja dit, dans le Chapitre IV*™, que le rap-
port simple renferme quatre termes. Pour arriver mainte-
nant 2 connaitre les inconnues en se servant des connues,
au moyen du rapport, il faut absolument connaitre les trois
quantités qui donneront ensuite l'inconnue. Or tout triangle
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a trois angles et trois cotés: si de ces six quantités vous
ne connaissez pas les trois, il vous est impossible de trou-
ver les autres. Dans les triangles rectangles, 'angle droit
étant toujours connu, il suffit de deux autres connues pour
arriver & déterminer les inconnues. — Ces deux connues ne
peuvent 8tre que deux cotés, un angle et un co6té, deux
angles. — Si l'on connait les deux co6tés, ceux-ci seront ou
bien les cotés qui comprennent l'angle droit, ou bien un
cots opposé et un co6té adjacent & Pangle droit. — Si les
données sont un coté et un angle, le coté sera opposé a
I'angle droit ou opposé & l'angle connu, ou bien enfin le
3= cote.

Nous avons ainsi six cas pour chacun desquels on peut
procéder par la figure supplémentaire aussi bien que par la
Sfigure ombrée. Cest ce que nous allons faire, en nous bor-
nant toutefois A établir la maniére dont les calculs doi-
vent &tre faits, sans revenir sur les démonstrations qui ont
été deja fournies.

Comment on doit proecéder pour trouver les inconnes
au moyen des connues dans les trinngles rectangles
d’aprés les régles de la figure supplémentaire.

I. On connait le coté opposé a Pangle droit et un autre
coté. D'aprés ce qui a été6 démontré au sujet de la 1** es-
pece de la figure supplémentaire:
cosinus du co6té opposé a l'angle droit )X R’ .
cosinus de l'antre c6té connu = G
coté Inconnu.

Pour les angles: d'aprés les principes de la figure sup-
sinus du c6té opposé & l'angle inconnu X R
ginus du coté opposé & langle droit =
sinus de l'angle incounu.

plémentaire :
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II. On connait les deux cotés qui comprennent l'angle
droit. D'aprés la conséquence 1°° :
cosinus de l'un d'eux X cosinus de I'autre

: R
opposé de l'angle droit.

On se servira ensuite des cotés pour trouver les angles,
ainsi qu’il a ét¢ dit au L

III. On connatt un angle antre que l'angle droit et le
coté opposé a cet angle.

D’aprés le principe fondamental dela figure supplémentaire:
sinus du coté connu X R
sinus de l'angle connu
gle droit.

On connaitra ensuite le 3*™ coté et le 3™ angle d'apres
ce qui a été dit au L

IV. On connait un angle autre que l'angle droit et le
coté opposé a l'angle droif.

D’aprasle principe fondamental de la figure supplémentaire:
sinus de I'angle connu X sinus du c6té opposé a langle droit

R
— sinus du c6té opposé a l'angle connu. On connaitra en-

suite lo coté et V'angle restant d’apres ce qui a été dit an L
V. On connatt un angle autre que l'angle droit et le

coté compris entre I'angle droit et cet angle.
D'aprés la conséquence 2"

sinus de l'angle connu X cosinus du c6té connu

R

de l'angle opposé au coté connu. On trouvera ensuite les
deux autres cotés comme il a été dit au IIL

VI. On connait les deux angles autres que l'angle droit.

D'aprés la conséquence 2***:
cosinus de l'un des angles X R
sinus de Yautre angle
an 1% angle. On trouvera ensuite les deux autres cotés
d’apres ce qui a été dit au III

= cosinus du coté

=sinus du coté opposé i l'an-

= cosinus

= cosinus du co6té opposé
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Ou bien en suivant les régles de la figure ombrée.

I. On connait deux cotés, dont I'un opposé 2 Pangle droit.
1° D'aprés la conséquence 1°° du chapitre de la figure ombrée
cotangente du coté opposé & l'angle droit. X R
cotangente de l'autre coté
de Yangle compris entre les deux cotés connus:
2° D'apres le principe fondamental de cette figure:
tangente de.l'angle ainsi trouvé X sinus du cdté situé entre
R

— cosinus

cet angle et l'angle droit

= tangente du co6té opposé A cet

angle.
tangente de l'angle con-

3° D’apres la 2% conséquence

nu X cosinus du c6té opposé a 'angle droit
s R ep S = cotangente

de l'angle restant; ou bien: D’aprés la conséquence 1%
cotangente du coté opposé & l'angle droit X R
cotangente du c6té situs entre 'angle inconnu et I'angle droit
— cosinus de l'angle inconnu.

II. On connait les deux c6tés qui comprennent l'angledroit.

1° D'aprés la régle fondamentale de cette figure:
tangente de l'un de ces cotes x R
sinus de l'autre coté
opposé au 1°* coté. De la méme manitre on connaitra l'au-
tre angle.

Ensuite, pour le coté opposé a I'angle droit.

cosinus de l'un des deux

= tangente de l'angle

2° D'aprés la conséquence 1

angles X cotg. du coté situé entre cet angle et I'angle droit
R
= cotangente du coté opposé a l'angle droit; ou bien, en
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cotg. delun des deux angles X R
tangente de l'autre cots
= cosinus du coté opposé a l'angle droit.

III. On connait un angle autre que I'angle droit et le
c6té qui.lui est opposé. ’

Draprés le principe fondamental de cette figure:
tangente du c6té comnu X R
tangente de cet angle
'angle droit et l'angle connu. On trouvera ensuite les au-
tres inconnues suivant ce qui a été dit au 1L

IV. On connait un angle autre que l'angle droit et le
coté opposé a l'angle droit.

D’apres la conséquence 1%
cot. du co6té opposé 3 l'angle droit X R
cosinus de l'angle connu

vertu de la conséquence 2=

—sinus du coté situé entre

= cot, du coté si-

tué entre l'angle droit et I'angle connu. On connaitra en-

suite les autres inconnues d’apres le I

V. On connait un angle autre que l'angle -droit, et le
c6té compris entre ces deux angles.

D’aprés le principe fondamental de cette figure:

te. de cet angle X sinus de ce coté
= = i = tg. du e0té opposé

& cet angle; Pour trouver les autres inconnues on se con-
formera au 1I et au III
VI On connait les trois angles.
D’aprés la conséquence 2"‘"::“’ do 1"un des angles X R
g. de l'autre angle

Pour le reste on se conformera aun 1V.

Sachez que le but qu'on s'est proposé par cette analyse
n'est point de limiter les procédés a snivre pour trouver
les inconnues, mais bien de montrer que, pour ce qui con-
cerne la recherche des inconnues dans les trianglos rec-
tangles qui constituent la base de cet art, on peut procé-
der par I'une ou par l'autre de ces deux figures, car en
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définitive, la personne intelligente qui se sera bien péné-
trée des démonstrations saura toujours beaucoup plus faci-
lement retrouver les procédss de ce calcul qu'elle ne sau-
rait servilement retenir ces formules.

Ainsi si Fon est bien pénétré de ce qui a été établi con-
cernant les propriétés des tangentes et les procédés aux-
quels donne lieu la figure ombrée, on aura plus d'un moyen
pour trouver une inconnue par une seule et méme démons-
tration.

Soit p. e. le triangle rectangle ABC. D’aprés le principe
fondamental de la figure ombrée si Pon connait le c6té AB
et 'angle A, l'angle B étant droit et R = 1 et qu’on veuille
connaitre le coté BC de la méme manidre dont on aura

. cot A sin AB
tg A X sin AB—tg BC, on aura_—ps=cot BC et — =
tg BC.

De mé&me si 'on connait l'angle A et le coté BC et
tg. BC

quon veuille connaitre le coté AB, on aura: tg A

. cot A cot BC
sin AB, tg BCXcot A=cob B0=tg B
bien encore nous divisons cot BC par cot A, et I'unité par
le quotient de cette division.

Bt puisque d'aprds la conséquence 1°* cos A X cot AB
=cot AC, on anra aussi :;s Jf-B::f)s j';B =tg AC. Ainsi

de 1 1ati cot P ACIE cos A,on aura
encore en partant de la relation ol AB — )

=sin AB.— ou
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g AB
= 20— 8 AB x cot AC = tg AC x cot AB

aussi

1
i AC — cos A.

Ig AB
Enfin d'aprés la 2% conséquence, de méme que tg A X
.cos AC cot A -
cos AC=cot C, on aura aussi - ——=cot C etm=tgb.

D'onr il résulte que si la figure supplémentaire présente
des avantages sur la figure ombrée pour ce qui est de I'ana-
logie dans les procédés, cette dernidre a son tour est pré-
férable pour ce qui est de la variété des opérations aux-
quelles elle se préte aisément.

Ceci termine ce que nous avions & dire sur les triangles
sphériques rectangles. Nous passons maintenant aux autres
triangles sur lesquels nous n'entrerons pas dans de grands
développements, la nécessité ne s'en faisant pas sentir.

Des autres triangles.

Pour ce qui est des triangles acutangles ou obtusangles,
nous prenons le méme point de départ a savoir: qu'il faut
connaitre dans chacun d'eux trois choses pour pouvoir en
tirer une quatridme, par la voie de la proportion, d'apras
ce que nous avons déja dit:

1.{ 2 cotés, un angle.

. 2.)2 angles, un’ coté.
Les trois connues 3.93 cotés.

4.{ 3 “angles.

Le 1%° et le 2** cas se subdivisent en deux autres, selon
que l'angle connu, est compris entre les deux cotés ou bien
opposé a I'un d'eux et3selon que le coté connu est situs
entre les deux angles connus, ou bien opposé & I'un d'eux.

De la six cas & examiner; les suivants:
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B

\

/

“A/ A NP2

E E c

1. On connait deux cotés et l'angle compris entre ces
cotes. Dans le triangle ABC on connait les cotés AB, AC
et I'angle A. Faites passer par I'un des angles inconnus ef
par le pole du coté qui lui est opposé un arc de grand
cercle. Soit BE cet arc; les angles E seront droits. — Dans
les triangles acutangles le point E tombera dans l'intérieur
du triangle; la mé&me chose arrivera dans les triangles ob-
tusangles en B. Si I'angle obtus est A ou C, le point E
tombera hors du triangle du coté de I'angle obtus. — Main-
tenant dans le triangle ABE on connait AB et I'angle A.

On trouvera donc les autres éléments de ce triangle comme
il a ét6 dit au IV des triangles rectangles: alors dans le
triangle BCE on connaitra BE, CE, et l'on aura lautre
coté et les autres angles d'aprés le II. On arrivera ainsi
3 déterminer les angles B, C et le coté BC, en vertu soit
des principes de la figure supplémentaire soit de ceux de
la figure ombrée.
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Autrement. Prolongez CA, CB, de maniére que CE, CD
deviennent égaux A& deux quadrants, et D jusqu's ce qu'il
rencontre AB en If; achevez le quadrilatére ACEL. Dans
le triangle AFD langle A et le coté AD (complément de
AC) sont connus; I'angle D est droit; vous en connaitrez
donc le reste d'apres le V. Dans le triangle FEB, le c6té
IFB (FA+4AD) ainsi que I'angle I' sont connus, l'angle L
est droit; vous connaitrez donc le reste par le IV; et en-
sin 'A
sin AD —

core par la figure supplémentaire qui donne
sin B : -
sn BR' o0 connaitra BE; mais CB == compl. BE; CBT

~~

A
=2 —[BF (connu); et DE fera connaitre C.

Autrement. Prolongez AC, AD, jusqu'a ce que AE, AD
deviennent égaux a deux quadrants; complétez le quadri-
latere ADBF; BE, CD compl. de AB, AC, sont connus.
tg BE  sin FE
tg CD~ sinFD’

Drapres les principes de la figure ombrée
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mais ce dernier rapport est connu ED étant la mesure
méme de l'angle A. Ainsi FD, FE, sont connus d’aprés ce
qui a été établi dans le Livre II. Maintenant dans le trian-
gle FEB, E étant un angle droit, et les cotés EB, EF ¢-
tant connus, tout est connu. On obtient ainsi I'angle B.
Mais FB étant connu, dans le triangle FCD, les cotés I'D),
DC sont connus, l'angle D est droit, et I'on connaitra FC
et par couséquent BC aussi.

A

II. On connait deux cbtés et un angle non compris entre
ces cotés. On connait dans le triangle ABC, les cotés AB,
BC et l'angle A.

B

¢
E

D’aprés les principes de la figure supplémentaire, les rap-
ports des sinus des angles étant comme les sinus des cotés
opposés & ces angles, l'angle C est connu; tragons comme
d’ordinaire I'arc BE perpendiculaire sur AC; dans le trian-
gle ABE on connait A et AB; l'angle E étant droit, le
reste sera connu d’aprés le 1V. Maintenant dans le trian-
gle BCE, on connait BC, BE et par conséquent le reste
aussi d'apres le I ci-dessus; on connaitra ainsi dans le trian-

gle ABC, AC ainsi que les angles B et C.

—_—" A
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e B
C
NS A
SN

Autrement. Complétez les quadrants BE, BD, et le qua-
drilatére BDFA. Dans le triangle FAE, on connait I'angle
A, le coté: A complément de ADB, le reste donc sera aussi
¢onnu d’aprés le IV. Mais de ce que AE, CD sont comme
AT, FC et comme les largeurs FE, I'D, on connaitra les
deux arcs FC, FD par la double regle (cest-a-dire celle
de la figure supplémentaire et celle de la figure ombrée).
Donc AC = FC — AF, langle A et I'angle B mesuré par

DE sont connus. Alors I'angle C aussi devient connu d’a-

. i . sin AE -
prés ce qui a été dit. Ou bien des rapports = —&w (conmu) =

in FA _ tg AE in FI3
T O’ fg 0D (comm) = G o dos dowx arcs FA,

FE également connus nous tirons chacun des deux arcs
FC, FD. Et alors coté AC et arc ED (mesure de l'angle
B) demeurent connus.

III. On connait deux angles et le coté auquel ils sont

. A A
adjacents. Angles B, C, et le coté BC.

Faites passer un arc de grand cercle par un des angles
connus qui rencontre le co6té opposé & angles droits.
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Soit BE cet arc. Dans le triangle BCE le coté BC et
I'angle C sont connus, 'angle E est droit, on connaitra donc
le reste par le V. Ensuite dans le triangle ABC vous con-
naitrez I'angle A et les cotés AB, AC, par les deux mé-

thodes comme cela a ét¢ expliqué dans les deux cas pré-
cédents.

Autrement. Complétez les quadrants CE, CD et le qua-
drilatére FBCD. Dans le triangle BYE, nous connaissons
le coté BE et I'angle B. Ces deux connues feront connai-
tre le reste. KD alors. fera connaitre I'angle C; de méme
dans le triangle FDA on connait ¥, et le coté FD qui fs-
ront connaitre le reste, de sorte que dans le triangle ABC
nous avons fini par connaitre AB, AC, aussi bien que l'an-
gle C.

- A A A
A N
/ )
T -~ ____.—)E F c
B c B

Autrement. Tracez un arc passant par A et perpendicu-
tg B
tg C

laire & BC en vertu de la figure ombrée on aura

gin CE

(rapport connu) =SB Ce rapport étant connu et BC
aussi, chacun des arcs BE, CE sera connu d’aprés ce qui
a été exposé dans le Livre III; et de ce que dans le trian-
gle ABE on connait ADB, BE, et dans le triangle ALC,

LC et V'angle C, par leur moyen on connaitra le reste.
IV. On connait deux angles et un c6té mon' adjacent,
(angles A, B et le coté BC, dans le triangle ABC). Comme,
sin A sin BC
sin B sm AQ AU
sera connu. Tracez maintenant comme & l'ordinaire l'arc

d’aprés la figure supplémentaire on a
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CE perpendiculaire sur AB. Dans le triangle BCE de ce
que-BC et 'angle B sont connus et dans le trianglé ACKH
de ce que I'angle A et le coté seront connus on connai-
tra le reste. V. ci-dessus le III.

Autrement. Achevez les quadrants CE, CD et le quadri-
latére CBFD vous connaitrez AC comme il a été expliqusé;
ensuite 'angle C et le coté AB, V. ci-dessus le I Inutile
de nous répéter. Si les cotés que nous prolongeons pour
compléter le quadrilatére ou I'un d’eux étaient plus grands
qu'un quadrant, on prendrait sur le plus grand une portion
égale & un quadrant et l'on ferait-passer un arc de cercle
de manidre & compléter le quadrilatére par des quadrants.
De. cette maniére on obtiendra le résultat cherché; mais
les développements seraient inutiles aprés les explications
que nous avons fournies.

V. On connait les trois cotés. Complétez les quadrants
en D et E et achevez le quadrilatere. AB, AC, étant con-
nus, BE, CD le seront aussi. Mais BE, CD sont les incli-
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A
D
C E
F
B

naisons des arcs I'B, FC, les angles D et E étant droits;
lepr rapport sera donc égal au rapport des sinus de leurs
arcs, soit comme FB: FC (connu). Mais BO aussi est con-
nu. Done, d'aprés ce qui a été établi an Livre III, chacun
des deux arcs ¥B, FC sera connu, et dans les triangles
FBE, FCD, tous les deux rectangles, on connaitra deux
cotés; dés lors FE, FD seront connus et par conséquent
l'arc DE, mesuve de l'angle A. — Il en sera de méme pour
les deux autres angles.

A A

E

€l E. ¢ \_/)B

Si T'un des cotés AC p. e. était un quadrant, nous en
ferions autant de AB aussi et nous trouverions l'arc EC;
on aurait ainsi BE —= AE — AB. Et BE, BO étant con-
nus dans le triangle BEC, on aura dans le triangle BEC,
EC, AC connus et les angles du triangle ABC seront d¢-
terminés.

VL On connait les trois angles du triangle ABC.

Dans le triangle ABC, prolongeons AB, AC jusqu'a ce
que AD, AE deviennent deux quadrants; de méme BA, BC
de manitre que BF, BH soient des quadrants; et faisons
de CT, CK aussi deux quadrants. Tragons les arcs de grand
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cercle. DE, FH, TI; les points de rencontre seront I, M, N,
et I'on aura ainsi formé le triangle LMN dont les cotés
seront des arcs de grand cercle: les angles A, B, C, étant
connus on connait aussi DE, TK, FH; et K et H étant
deux angles droits, L sera le pole de KH; on aura de méme
M, pole de TD, et N pole de FE; maintenant TL, KM ¢-
tant chacun le complément de KT, LM sera connu; ainsi
que LN et MN; ainsi les trois cotés du triangle LMN se-
ront déterminés, par conséquent ses angles aussi d'apres le
cas précédent, et par suite les arcs KH, DT, EF. Mais cha-
cun des arcs KC, BH étant égal & un quadrant, le com-
plément de HK sera égal & BC; ainsi BC sera connu;
disons en autant de AB, AC. Par ce procédé on arrivera
donc & connaitre les cotés du triangle ABC.

F

M

g B ‘/>M
L

H—"C,D

Si un des cotés est égal & un quadrant ou s'il en est plus
grand, vous aurez la figure ci-dessus dont l'explication a
lien d’aprés ce qui a ét6 déja dit. Vous traiterez de la méme
manidre les autres cas analogues & celui-ci et au précédent
en tirant les connues des inconnues par la.régle de la fi-
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gure ombrée si cela est possible; pour ma part jignore ce
procédé que je n'aurais pas manqué d'insérer dans ce traité
si je le connaissais. Quant aux détails du calcul je les
al supprimés pour ces six derniers cas, par la raison que
Je désirais atre court et aussi parceque ces calculs ne sont
pas fréquents dans la pratique. D’ailleurs ceux qui auront
bien compris ce qui a été dit jusqu'ici n'éprouveront pas
de difficulté & dégager les calculs nécessaires,

. Ayan} ainsi montré la méthode & suivre pour connaitre
les valeurs des cotés et des angles dans les triangles rec-
tangles acutangles et obtusangles formés par les intersec-
tions des arcs de grand cercle sur la surface de la sphere,
nous avons montré que la connaissance sur ce point im-
plique la connaissance des angles et des cotés des sept trian-
gles qui accompagnent le triangle formé sur la surface de
la sphare, et nous avons établi aussi la maniére de parve-
nir par les connues aux inconnues dans les triangles sphé-
riques en général. On voit aussi comment toutes ces ragles

-8e rattachent a la théorie du quadrilatere, puisque il suffit

pour cela que les angles d'un triangle quelconque soient
modifiés de manidre 4 ce que quelques unes de ses co-
lonnes deviennent des quadrants. La différence essentielle
étant que pendant que dans le quadrilatére les rapports
sont composés, dans ces autres cas ils se présentent sous
une forme simple. C'est pourquoi nous avons cru devoir
ajouter ce livre aux quatre précédents.

Terminons donc ici ce que nous avions a dire, en pro-
clamant les lonanges du Seigneur et de son Prophete. En
Dieu seul est la perfection de la connaissance. En lui est
notre refuge et notre retour.

L’auteur, que la miséricorde du Seigneur soit sur lui, a
achevé la composition de ce livre le 21, Djémazi-ul-oula
de l'an 658. — Et il appartient & celui qui V'a écrit le
pauvre Abdoullah Abdoul-Kiafi-Ben-Abdoul-Medjid-Ben-
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Obé¢idoullah. Jeudi, 15 Djémazi-ul-akhiret de l'an 677,
dans le bourg de Chirwan des bourge de Zenkibabad. Gloire
4 Dieu.

Extrait du Livre de Thabit-Ben-Korrah.
De Ia figure du quadrilatére et des rapports composés.

Si 'on nous propose de donner au moyen du sinus
quelque démonstration de ce que Ptolémée a voulu prou-
ver par la figure du quadrilatere, (*) nous pouvons dire
que nous avons trouvé une démonstration plus facile et
plus directe que celle de Ptolémée, une démonstration qui
n’emprunte rien aux siennes ni aux quatre lemmes dont il
les fait précéder et qui ramdne tous les cas & deux, l'un
pour le rapport implicite et I'autre pour le rapport explicite.

B

¢

ANy
N E 2

\'

Lemme. Soient ABCE, ADCV deux grands cercles d’une
sphére qui se coupent aux points A, C. Prenez sur le cer-
cle ADOV deux arcs, chacun plus petit qu'une demie-cir-
conférence. Soient ces arcs AD, AW, des points D, F ti-
rez deux perpendiculaires sur le plan du cercle ABCE, je
sin AD _ perpend. de D
sin AF~ perpend. de F.

La preuve en est la suivante:

dis que
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L'intersection de ces deux cercles est un diametre. A-
baissons de D et I sur AC les deux perpendiculaires DH,
F'I. Si elles sont aussi perpendiculaires sur le plan du cer-
cle ABCE, nous aurons déja prouvé ce que nous voulons
prouver, car ces deux perpendiculaires seront évidemment
les sinus des arcs AD, AI'; que si ces deux perpendicu-
laires sur AC n’étaient pas perpendiculaires sur ABCE, a-
baissons des points D, I' sur ABCIS les perpendiculaires
DK, FL; ces deux lignes seront para.llé]gs; mzli\s DH, FT,

aussi sont paralleles, donc les angles HDK, TFL sont é-
N AN

gaux; d’ailleurs DHK, FTL sont droits, et les triangles DHK,

DH sin AD  perp. DK

FTL sont semblables — de la FT—sn AT — perp. FL

T.a démonstration serait la méme si 'un des deux arcs
était du coté de CA vers V.— C. Q. F. D.

Ceci posé; menez aux deux arcs AB, BC, les deux arcs

o sin AB. sin .AT /sin I'C
AL, CD par I je dis que = 3R = 5 %F * gin CD

Démonstration. Des points A, D, T menez au plan du
cercle BC les perpendiculaires AV, DA, FT. Prenons IT
moyenne entve les perpendiculaires AY, DH, on aura toujours
AV AV _TT . AV sin BA AV
DI —FT X D’ Mais DH = sn BD’ donc aussi 357 =
sin AE FT sin FO
sin BF' °*DH = sin CD
tion des sinus était bien celle que nous avions indiguée.

ce qui prouve bien que la rela-
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¢

Pour ce qui est du rapport explicite on aura
sin AD __sin AF _ sin EC
50 DB sm FE sin OB’

Le procédé démonstratif est absolument le méme que
tout & I'heure. Des points A, B, I&, menez AV, BH, ET,
perpendiculaires sur le plan du cercle CD. Soit ET moyenne

AF _sin AD AV /sin AF
entre les deux autres, on aura: BHE " 5o DB BT (sin 'FE)

E_'l‘ (sm EC
X BH M) C. Q F. D

Les autres démonstrations sont analogues aux précédentes.
Dieun seul posstéde la science.

Copié sur D'écriture de Vauteur, que la miséricorde du
Seigneur soit sur lui.

i —
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2t=e Méthode par la réduction en rapport simples.

. o

1%7® Maniére. a) On réduit les rapports en fractions ayant
pour numératenr P'unité, Ainsi au lien de

A C.D oA : 11 1 ‘
F=2Xzon éerit =E X F= = X = —x Poi Ae ]
B ENF B¢ X = K=y Tolig=7
b) On raméne les rapports en expressions ayant ponr (é-
. o A GO DA T
nominateur Punité, =X e (] =~
son" EXF B (.)(I[—'l R I

Qtme Man‘zglg. trois procédés, basés sur 'emploi d’une in-
connne anxiliaire :

1° Inlermédiaire entre les deux termes du rapport composé.
Tablean A ..o e

2° Faisant suite aux denx termes du ¢ rappori.
3" Précédant les deux termes da 2™ rapport. Tableanx B-(; .

12

ceinaes 12

.. 13
T
Prop. X. S|ﬁ=%)<%, on aum%:—%X%—Tont rapport
cnmpos§ donne naissance 4 9 antres rapports composés et & 18
expressions de rapports composanls, soit avec lears inverses i
36 expressions de rapports composés. Tablean D. - € nombre
pent &tre porté & 72.. ... . e 13
Prop. XT. Si denx des six quantités prises chacune dans I'nn
des denx membres sont égales, les & autres sont en proportion. 16
F’l‘opo XIL §iles deux quantités égales appartiennent an
méme membre les antres & ne sont pas proporlionnelles ..... 17
Prop. XIIX. Tout rapport simple peat étre considére
comme comnosé si on le multiplie par un rapport didentité
p. e. si%=1—30n anra anssi %=;—X£
Prop. XIV. Tout rapport simple d'ilentité équivant i un

LR B I R '8

rapport quelconque multiplié par son inverse%=‘\‘—fx%. AR [
4 4 &

LIVRE 1II.

CHAP. 1. Génération du quadrilatére plan par Pintersection
.de quatre droites. — Douze figures. — Ervenr de
Houssam-nddin qui n’en admeltait que neuf. — Dé-
monsiration générale donnée par cel antenr dn rap-
port composé résultant de six lignes de celle fignre .
Quelques géométres porient le nombre des lignres

CHAD. I

CHAD. 1L

CHAL. TV,

CHAD. V.

CHAP, VI,
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engendrées par Vintersection de guatre lignes & 24.-
En les rapportant A denx axes reclanguiaires on en
tronve 48, qui se raménent qunatre & (ualre aux
douze précédentes. — La suite de ce traité com-
posée aprés celei de Houssam-uddin...........
Colonnes de la figure. — Lignes assocides. —Lignes
dissorides. — Délinition des trois espéces d’associa-
lion. — Dans toutes les Irois chaque ligne est l'as-
sociée de deux autres. — Colonne et triangle tnae-
tifs. — Rapports ordonnds, rapports confondus. —
Trois espéces de proposilions correspondant aux [rois
cspléces d'assoCialion . ..vu vt iiiiiii i
1¥* Proposition. Les deux termes du rapport com-
posé sont situés sur la méme co'onne. Rapporl im-
plicite et rapport explicile. — Caraclérisation; dela
colonne inactive et du triangle inactif de la colonne
da 1¥ rapport; de la colonne dn 2™ rapport. Dé-
signation des termes antécédents el conséquents de
chaque rapport. - 1 angle (angle de I'antécédent),
2*me angle (angle du conséquent). — Angle commun.
— Rapport ordonné; interverli. — Confondu. — Ap-
plications & un exemple.........ooviiiiia.t
2me proposition. Les deux termes du rapport com-
posé comprennent un angle. — Désignalion de la
colonne et du iriangle inaclifs; des trois angles de
ce dernier triangle, des anlécédents el des consé-
(uents des trois tapports...... ..ciiieiieia..
3tme Proposition. Les denx termes da rapport com-
posé sont compris entre deux colonnes. - Donble
colonne inaclive pour ce cas. — Désignation des dif-
{érents termes.  Double maniére d’exprimer le rap-
port composé dans €e CaS . ... iiiiaeias
Régle générale pour la démonstralion de ces trois
propositions. — Celle-ci a lieu an moyen d’nne don-
ble paralléle tirée de chacun des angles du trian-
gle inactif. - 6 paralléles pour chaque triangle inac-
tif. 12 paralléles en tout. — Tableau F des 12 pa-
ralléles et des 48 triangles semblables. — Vaires de
paralléles correspondant & chacun des qualre trian-
gles inactifs. Tableaux F. G.-— Ligne appelée com-
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CHAP.

CHAP.

CHAP.

plément du rapport. — Complément du rapport an-
térieur, intermédiaire et postériear.............
VII. Application des principes précédents an cas de la
proposition 1*° — Rapport ordonné explicite de Plo-
lémée.  Six démonslrations. — Analyse du cas ou
‘le rapport est confondu. — Rapport interverti. ...
VIIL. Application de ces principes au cas de la proposi-
ticn de 2*=° espéce......
IX. Idem pour la proposition de 3¥me espu.e

CHAP. X. Dua nombre étonnamment grand de rvapports et de

démonstrations auquel pent donner naissance une
seule figure de quadrilatére. — Ce nombre évalud
a 497665. — Pour quelle raison Plolémée s’esl-il
borné aux démonstrations du rapport explicite et
du rapport implicite de la 1% proposition bien (il
se soil servi dans son Almagesle des autres rap-
POFES AUSSI + vttt iiiiiiniis terennaeans

CHAP. XI. l{apports simples de [a fignre Jn quadrilatére éva-

tués & 28, et exposés duns le tablean T......... i

LIVRE IIL

CHAP. 1 Etant donnée la somme ou la différence de deux

CHAP.

arcs la corde de celte différence on de celic somme
est partagée par le diamétre passant par extrémilé
commune en deux parlies qui sont dans le méme
rapport que les sinus de ces denx ares..........
II.  Divisions de la circonférence of dn diamétre.— Di-
vision spéciale d’Albironni. ~ Résolution des trian-
gles. — Méthode des arcs et des cordes. — Triangles
rectangles. — Comment on raméne les différents cas
de ces triangles an triangle normal inscrit dans le
cerc'e dont le diamétre est de 120. — Comment on
raméne ensuite la ré<olution des antres triangles
a celle des triangles rectangles. — Méthode des ares
et des-sinus. - Démonsiration du thécréme fonda-
mental & savoir que dans tout triangle recliligne
le rapport des cotés est égal an rapport des sinus
opposés & ces cOlés, — Comment an maoyen des si-
nus on rameéne an centre les ares a la circonfé-

41

&5

50
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.. 0D

61

CHAP. III.

CHAP. 1.

CHAD. II1.

CHAP. IIL

CHAP, 1V,

CHAP. V.
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rence. — Application a la résolution des triangles. 66
Probléme fondamenlal: connaissant la somme ou la
différence de deux arcs ainsi que le rapport de
leurs sinus trouver les arcs. — Elablissement du cal-
cul pour les deux cas. — Procédé imaginé pour la
solution de ce probléme par 'Emir Alou-Nasr-Ben
Irak. — Explications sar la maniére dont ce géo-
métre élablit son caleul. ... il T2

LIVRE 1V.

Examen de la figure & laquelie donnent naissance
les intersections de quatre grands cercles sur la sur-
face d'une sphére. — Définilion «u quadrilatére sphé-
rique.-— Relation des différents quadrilatéres ..... 83
Que les théorémes élablis a I'égard du gunadrilatére
plan s'appliquent anx sinus du quadrilatére sphé-
rique aussi. — Application au rapport explicite de
Ploldmée........covvvinniiiiiiiiiiiniiinea.. 83
Rapport implicite de Ptolémée. — Sa démonstration.
— Ponrquoi celte démonslration quelque exacle
qu'elle soit n’est pas suffisante dans le cas actuel —
lemme préliminaire. — Réduction des 27 cas qui
s'imposent a la considération de nolre auleur i 13.
— Examen de chaque cas en particulier. Tah. K. L. 91
Comment P'examen des rapporls implicite et expli-
cite de P'tolémée donne la clef de toutes les autres
démonstrations. — Comparaison de la marche suivie
dans cette démonstration avec les formules du syl-
logisme déduactif....... .ocveveeiiiiinen. ... 112
Importance pratique des théories qui viennent d’étre
exposées jusqu'ici. — Dans les recherches astrono-
micues il arrive souvenl qu’on connaisse la somme
ou la différence de deux ares inconnus. Pour les
connailre on se sert de la fignre du quadrilatére
sphérique, c’est-a-dire des relations des sinus qu’il
sert & établir et pour la connaissance desquels il
vst nécessaire de connaitre, ainsi qu'on l'a va, les
propriétés da quadrilatére plan ainsi que la théo-
rie des rapports composés. On arrive ainsi & éta-
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CHAP. L.

CHADP. 1L

CHAP. TI1.

CHAPD. IV.

CHAP. V.

CHAP. VI

blir le rapport des sinus qu'on cherche. Le pro-
bléme se trouve alors ramené an snivantl: connais-
sant la somme oun la dilférence de deux arcs et les
rapports de leurs sinus délerminer ces arcs. C'est la
le probléme (rigonométrique dont on a présenté
diverses solation & la fin da 3**° Livre. — Les an-
ciens se sont servis avec confiance, de cetle mé-
thode; les modernes & cause des complicatlions
qu’elle présente et de ce que la Ihéorie du quadri-
latére n’avait pas été hien établie jusqu’ici, se ser-
vent de préférence e deux autres méthodes, de
celle de la fignre supplémentaire, et de celle des
tangentes, qui font Pobjet < Livre snivant.... ... 113

LIVRE V.

Les intersections de trois grands cercles engendrent
triangles sur la surface d’une sphére. — Nature
de ces triangles. — I suffit d’en connaitre nn pour
les connaitre tOUS ... viiiiiiiee el 11D
Analyse des différents (riangles sphériques selon
qu'on les considcére d'apiés lenrs angles (dix caté-
zories) on ’aprés leurs arcs, (dix catégories) ... 117
Correspondance de ces diverses catégories. Tah. M.12)
Cinq espéces d'inferseclions el continnation dn méme
1 - P R Y]
De la figure supplémentaire. Ce qu’on appelle fi-
gure oun théoréme supplémentaire consiste dans le
principe suivan!. «Dans toot triangle sphérique les
sinns des cotés sont dans le méme rapport que les
sinus des angles opposés & ces cOlés. Questions de
priorité.-Exposition de la question d’aprés Abou-Nasr. 139
Théoréme des sinns. Huit démonstrations........ 148
Application de ce théoréme aux triangles sphériques
aulres que les triapgles rectangles ........coo.. . 148
Différentes conséquences de ce (héoréme.........159
De la figure ombrée (Théoréme des Tungentes) L'in-
vention en est due & Aboul-Véfa. — Délinition des
jdres gt 274 ombres (tangenles el cotangentes, sé-
canles et cosécantes) — Dillérentes formules .. ....163

CITAP. YIL
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Six démonstrations concernant Pégalité desrapports,
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rapide accroissement au dela de 45° — Réfutation de
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doit remplacer la tangente par la cotangente ....169
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