Hexenior Suren: Das Buch der Aufindung der Sehnen im Kreise usw, 11

Das Buch der Auffindung der Sehnen im Kreise"
von Abul-Raihan Muh. el-Biruni.

Ubersetzt und mit Kommentar versehen
von Hrmwricn Surkr in Zirich.

Binleitung.?)

Du weiBt wohl, Gott stirke dich, was fir eine Ursache mich bewog,
nach einer Anzahl von Beweisen zu forschen zur Bewahrheitung einer
Behauptung der alten Griechen betreffend die Teilung der gebrochenen
Linie in jedem (beliebigen) Kreisbogen mittels der auf sie von seiner
Mitte aus gezogenen Senkrechten, und was ich fiir eine Leidenschaft fir
diese Sache empfunden habe, und was fiir eine Neigung, immer wieder
den Blick darsuf zu richten, so daB du mir wegen der Beschiftigung mit
diesen Kapiteln der Geometrie Vorwiirfe gemacht hast (?), ohne Kenntnis
zu haben von dem wahren Wesen dieser Gebiete, das eben in jeder Sache
in dem Hinausgehen itber das Geniigende besteht. Wenn du doch, Gott
stirke dich, genau achten wolltest anf die Ziele der Geometrie, die in
der Bestimmung der gegenseitigen Verhiiltnisse ihrer Grofen mit Rick-
sicht auf die Quantitit bestehen, und daB sie es ist, durch die man zur
Kenntnis der GroBe aller meBbaren und wigbaren Dinge gelangt, die
zwischen dem Mittelpunkt der Welt und der #uBersten Grenze der sinn-
lichen Wahrnehmung liegen. Und wenn du doch wilBtest, daB mit ihnen
(den geometrischen GriBen) gemeint sind die (bloBen) Formen, losgeldst
von der Materie, und daB wir die Richtigkeit der Beweise mit Hilfe der
bildlichen Darstellung so klar machen kénnen, daB es (das Verstehen)
den Geometern nicht so schwer fallt, wie den meisten Logikern und
Philosophen.’) Was immer fir einen Weg in seiner Kunst er (der Geo-
meter) beschreiten mioge, so wird er durch das Mittel der Ubung von

1) Der vollstandige arabische Titel lautet: Kitad istikhradj el-autar [v1-da’ira
bi-khawdss el-khatt el-munhani el-waki' fih@ = dae Buch der Auffindung der Sehnen
im Kreiee mittels der Eigenschaften der in ihn fallenden gebrochenen Linie.

2) Dieses Wort steht nicht im Text.

8) D. h. das Versthodnis der geometrischen Sktze ist leichter als das der Shtze

der reinen Logik und Philosophie, weil es durch bildliche Darstelluing (Figuren)
unterstiitzt wird.

39



12 Hxienicn Burea.

den physischen Lehren emporgeftthrt zu den gottlichen, die sohwer zu-
glnglich sind wegen der schweren Verstindlichkeit ihres Sinnes (ihrer
Bedeutung) und der schweren Erreichbarkeit ihrer Quellen (ihres Ut-
sprungs) und der Subtilitdt ihrer Wege (Methoden) und der Majestit
ihrer Sache, und wegen des Umstandes, daB es nicht jedem méglich ist,
sich eine Vorstellung von ihnen zu machen, und besonders dem nicht,
der von der Kunst der Beweisfihrung sich abwendet. Du hittest recht,
Gott stérke dich, mich zu tadeln, fur das, was ich erwihnt habe, wenn
ich die Aufsuchung dieser Wege (Methoden) insgesamt unterlassen hitte,
und die Zeit filr etwas verschwendet hitte, von dem das leichtere schon
geniligen wiirde; oder wenn die Arbeit nicht bis zu dem Punkte gelangt
wire, der die Grundlage filr die Astronomie bildet, nimlich bis zur Be-
rechnung der Sehnen im Kreise und der Verhiiltnisse ihrer GrioBen zu
der angenommenen des Durchmessers. Es sind mir nun aber von den
Beweisen zu jener Behauptung eine- groBe Menge in die Hinde gekommen
von den vortrefflichsten M#nnern der Winsenschaft, und ich habe mich
bem@ht ihre Richtigkeit zu pritfen, und die Beweise zu denselben zu
ordnen. So hidufte sich bei mir ein Material an, in das ich oft meine
Blicke werfen konnte, getrieben von der Liebe zur Wissenschaft und der
Verehrung fiir jene vortrefflichen Gelehrten . . . .. , 80 daB ich schlieBlich
ihr Genosse wurde in der Aufstellung von Beweisen zu jenen Behaup-
tungen, wie man im Verlasefe der Abhandlung sehen wird. Diese ist
durchaus aus den KElementen der (eometrie hervorgegangen, und es
grindet sich auf sie die Beantwortung vieler Fragen, die an mich ge-
stellt worden sind. Alles dieses habe ich flir dich gesammelt und habe
jeden Beweis seinem Urheber zugeteilt, wie es meine (Yewohnheit ist, da-
mit du sie ins Auge fassest und erkemnest, wie sie alle auf den einen
Punkt zuriickgehen, und was sich daraus schlieBlich ergibt fir die

Kenntnis der Sehnen. Und so ist denn meine Entschuldigung dir gegen-

fiber in Ordnung . .. .. oft ist der Tadler selbst tadelnswert. Nur hei
Gott, dem Allmiichtigen und Allweisen ist die Hilfe!

Die erste Behauptung.

Wenn in einen heliebigen Kreishogen eine gerade Linie ungleich
(d. i. in zwei ungleiche Teile) gebrochen gelegt wird, und von der Mitte
des Bogens eine Senkrechte auf sie gefillt wird, so wird sie (die ge-
brochene Linie) dadurch halbiert. Zum Beispiel: A BG sei die gebrochene
Linie im Bogen AB@G, und von der Mitte D dieses Bogens sgei die
Senkrechte DI auf sie gefillt, so sage ich, daB die gebrochene Linie
ABG halbjert sei, d. h. daB AE = EB + BG: GQGott weii am hesten
das Richtigel
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8) Beweis dazu von Ancaruspes im Buche der Kreise,

Fr sagt: Man mache [Fig. 1] Bogen DH = DB und EZ - EB und
viche DZ und DA, so ist, weil DE gemeinschaftlich, und die beiden
Winkel bei E rechte sind, DB = DZ, also
auch DH == DZ. Und weil Bogen DB = DH
ist, ist auch der itbrigbleibende (von der Hilfte)
Bogen AH = BG; nun sind die zwei Winkel
HDA und DAB zusammen = dem Winkel
DBA oder dem Winkel DZB; aber Winkel
DZB = Winkel ZAD + Winkel ZD A, also
ist Winkel ZDA — Winkel HDA, ferner
DH = DZ und AD gemeinschaftlich, also ist Flg. 1.

AZ = AH"Y); aber AH = BG und EZ = EB, also ist AZ + EZ=EB
+ BG, q. e d.

b) Beweis von ABT Sa'in Mun. b ‘Arl EL-Darin er-Diorpsani?)

Es gibt auch einen Beweis von AsU Sa‘in kr-Danir, der ihnlich
demjenigen des Aromimepes ist. Er sagt: Man mache (s. vorige Figur)
Sehne AH = B(@A, forner AZ == AH und zieche AD, DZ, DH. Dann

‘ist, weil Bogen AD = D@, und Bogen 4 H = B(G angenommen wurde,

auch Bogen DH = DB, also ist Winkel HAD = Winkel DAZ, und
AH=A4Z, und AD gemeinsachaftlich, also ist HD = D Z; aber HD = DB,
sleo auch DZ = D B; aher DE senkrecht auf BZ, also BE = EZ, mit-
hin 4Z + EZ - EB + BG, q. e. d.
¢) Zweiter Beweis von AroHI- )
menpEs im Buche der Kreise.

Er sagt: Wir verlingern [Fig. 2] AB
ilber B hinaus und machen EZ = AE,
und ziehen DA, D@, DB, DZ. Dann
ist, weil die beiden Sehnen AD und
D@ gleich sind, und auch A= DZ,
auch DZ — DG, und weil die beiden
Winkel DAB und DGB gleich sind,
da sie auf demselben Bogen stehen, und
ebeneo die beiden Winkel DAE und DZE Fig. 1.

Z

1) Man beachte, daB hier u. a. a. O. die Kongruenz der Dreiecke wohl der
Kiirze halber nicht ausgesprochen ist, sondern sofort anf die Gleichheit der idbrigen
8tiicke geschlossen wird.

2) Vgl. H. Burer, Die Mathematiker und Astronomen der Araber, etc. in Ab-
handlungen z. Gesch. d. mathem. Wissensch. 10, 1900, p. 27, Nr. 48.
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14 Hxxnnion Borar.

gleich sind, ist auch Winkel DZB = Winkel DGGB. Und weil Bogen
DA = D@, und Bogen AHG gemeinschaftlich, so ist Bogen DAHG
— Bogen DG HA; sber Winkel DBG steht auf dem Bogen DAHG,
und die beiden Winkel DAB und ADB suf dem Bogen DGHA
nimlich Winkel DA B auf dem Bogen BD, und Winkel ADB auf dem
Bogen BG 4, slso ist Winkel DBG ~ Winkel DAB + Winkel ADB;
aber Winkel DBZ ist als AuBenwinkel des Dreiecks DB.A == Winkel
DAB + Winkel ADB, die ihm gegentiber liegen, also ist Winkel D BG
— Winkel DBZ; soeben wurde aber bewiesen, daB Winkel DZB
= Winkel DG B, salso ist auch Winkel GDB = Winkel ZDB, und
DZ—=DG und DB gemeinschaftlich, also ist BG') = BZ, also
BGY+ BE=ZFE, d h. = AE, q. e. d.

d) Beweis von ApU't-Hasax Aparxrini s Usnrionm (sic)
Hasusas (od. Hasnras?).")

Von ihm hat man hierfiber einen dem vorangegangenen nshe ver-
wandten Beweis. Er sagt: Wir verlingern A B (s. vorige Figur mit der
Linie ZG) und machen EZ = AF, und ziehen D4, DB, DZ, DG, ZGy
dann ist, weil AE = EZ und ED gemeinschaftlich und die Winkel bei
E rechte, AD = DZ = D@, und die Winkel DAB, DZB und BGD
sind untereinander gleich, und das Dreieck DZG ist gleichschenklig,
also Winkel DG Z = Winkel DZ@; wenn wir nun von diesen die beiden
gleichen Winkel DG B und DZB wegnehmen, so bleibt Winkel BGZ
— Winkel BZG, also ist auch BG = BZ, nun ist BZ + BE = AL,
also auch BG + BE =~ AFE, q. e. d.

e) Dritter Beweis von Aromiuapes im Buche der Kreise.

Derselbe wurde auch gefunden in Fragen (Problemen) von Griechen,
von denen es nicht sicher ist, ob sie von Arorronws seien, und die von
Youanni B Yisur®) iibersetzt worden sind. — Er sagt: Wir verlingern
AB (s. Fig. 2) und machen EZ = AE und ziehen DG, DB, DZ; weil
nun DG eine Sehne im Kreise ist, so ist das Bogenstiick D) BG kleiner
als der Halbkreis, denn es ist nicht moglich, daB es groBer sei, weil der
Bogen AD gleich dam Bogen D@, und es nicht moglich ist, daB es in
einem Kreise zwei gleiche Bogen gebe, von denen jeder griBer als der
Halbkreis ist, ohne daB sie ein gemeinsames Stiick hiitten; also ist der
Winkel DBG@, welcher ihr (der Sehne D @) gegentiberliegt, ein stumpfer;
und weil AD eine Sehne im Kreise ist, so ist das Bogeustiick DG A

1) Der Text hat D B. 2) Siehe Kommentar.
8) Vgl. H. Sutes, 1 c. p. 80, Nr. 181, und den Kommentar.
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groBer als der Halbkreis, also der Winkel DBA, welcher ihr (der
Sehne 4 D) gegentberliegt, ein spitzer, also ist der Winkel DBZ ein
stumpfer. Ferner sind die Winkel DZB und DG DB gleich, ebenso die
beiden Linien DG und DZ, also ist ibr Verhiltnis zu der Linie DB
dasselbe, mithin haben die heiden Dreiecke DBZ und DBG je einen
Winkel gleich (G = Z), und die Seiten, welche zwei andere Winkel ein-
schlieBen, sind proportional, und die beiden Winkel DBG und DBZ
sind jeder gréBer als ein rechter, also sind die Ubrigen Winkel auch
gleich, und die beiden Dreiecke sind #hnlich, also sind sie auch kon-
gruent!), nun ist BZ = B@G, also BG + BE= AE, q. e d.

f) Zweiter Beweis von ABU Sa‘ip BL-Darir BL-DJorpJInT

Er sagt: Wir verlingern [Fig. 3] AD und machen DH = AD und
beschreiben um D mit dem Radius D H einen Kreis, so ist klar, daB
er durch die Punkte A und ¢ o
geht, und es ist A H sein Durch- —
messer; wir verlingern noch 4B,
bis es den Kreis in Z trifft, und (\KAA
ziehen ZG und DG. Dann ist 2 5 £
Winkel AD@ = Winkel ABG,
weil sie auf demselben Bogen
stehen, und Winkel ADG@ ist das
Doppelte des Winkels AZG, weil
sie auf demselben Bogen stehen, G
der eine aber (den Scheitel) im ¥lg. 3.
Mittelpunkt, der andere auf dem Umfange hat, also ist Winkel A BG
auch das Doppelte des Winkels AZG; aber Winkel ABG ist gleich
Winkel AZG + Winkel ZG B, also ist Winkel ZG B = Winkel BZ@G,
mithin auch IZ = B(@; damit steht aleo fest, dafl, wenn irgendeine Ge-
rade aus A4 gezogen wird, die den Kreis 4ADB(G) schneidet und der
Schnittpunkt mit G verbunden wird, dann diese Verbindungslinie gleich
ist dem Stlick dieser Geraden, das zwischen die beiden Kreise fillt; wird
nun das gemeinsame Stiick BE zu beiden gleichen Strecken addiert, so
hat man: EZ = BG + BE; weil aber der Punkt ) der Mittelpunkt des
Kroises AGZ und AZ eine Sehne desselhen, und D E eine Senkrechte
auf sie ist, 80 ist A = FZ, aber eben wurde bewiesen, daB K7 =BG + BE,
also ist AF =BG + BE, q. e. &

1) Im Text steht natiirlich , gleich®, wie auch stets bei Bukrivea. Der Ver-
fassor dieses Beweises muB hier zuerst die Ahnlichkeit der beiden Dreiecke DBZ
und DBG nachweisen (nach Euxwors VI, 7), weil kein Koogruenzeats besteht fir
zwei Seiten und den der klcineren gegenitberliegenden Winkel
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16 Hxivsion Burea.

g) Beweis von As¥ Ba'ip Ammuzp B. Muw.
8. 'ABpnLpiacis mi-Sips2ilt)

Er wagt: Wir verlingern [Fig. 4] AB und machen BZ — BG und
ziehen DZ, ZG, DG. Weil nun BG = BZ, ist auch Winkel BG Z
= Winkel BZ @, aber Winkel ABG ist gleich der Bumme diener beiden,

D also ist er das Doppelte von einem der-

/N selben, also ist auch Winkel 4 D@, der

£, : £ 4 gleich Winkel A B(# ist, das Doppelte des

Winkels BZ(#, also geht der Kreis, der

um den Mittelpunkt D mit dem Radius

AD beschrieben wird, durch die Punkte

G G und Z, weil die beiden Winkel A D@

und AZ@G anf demselben Bogen diesen

Kreises stehen, und der Winkel A D@

seinen Scheitel im Zentrum und der Winkel AZG auf dem Umfange

hat; mithin ist A D= DZ, also Winkel DAE ~ Winkel DZE; aber DE

ist senkrecht auf AZ, also AE ~ EZ; es ist nun BZ+ BE=- BG4+ BE
aber EZ = AFE, slso auch AE = BQ@ + BE, q. e. d.

Fig. &

h) Zweiter Beweis von AmrMep B. ABpELDIALTL EL-Sipszl.

Er sagt: Man beschreibe [Fig. 5] ttber A1) den Halbkreis DE A
und verlingere 4D, und mache DH = AD, und beschreihe tber dem
Durchmesser 4 H den Halbkreis HG A, man verlingere AB bis Z und
ziehe ZH und ZG.Y) Weil nun die beiden Kreise AGH und 4ED sich

im Punkte A berithren, hat man

" A N\ die Prop. AD:DH = AE: EZ,

weil die beiden Winkel .4 ED und

AZH rechte sind, und daher die

beiden Dreiecke AED und AZH

2 ihnlich sind; aleo ist AF — EZ;

und weil die beiden Winkel ADG

und ADB@ gleich asind, und der

I Scheitel des Winkels ADG im

Mittelpunkt des Kreises .4 H(F, und

der Scheitel des Winkels A Z @& auf

seinem Umfange liegt, ist Winkel A BG das Doppelte des Winkels 4Z@3,

und aunch gleich Winkel BZG + Winkel BGZ, also ist Winkel BZG

= Winkel BGZ, salso BZ = BG; es ist aber BZ 4+ BE = AE, wie
soeben bewiesen wurde, also ist BG + BE = AE, q. e. d.

Fig. 6,

1) Das Manuskript hat ,,el-Shkri**, Vgl H. Sures, 1. c. p. 80, Nr. 185,
2) Dieses fohlt im Manuskript.
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i) Dritter Beweis von AU Sa‘ip Armep b Myn
B. ‘ABpELDIALIL BL-Sipszilt)

Er sagt: Man ziehe [Fig. 6] DZ parallel AB und ZH parallel DE,
dann ist Bogen DB == Bogen AZ, also bleibt (nach Subtraktion von
AD = D@) Bogen DZ = Bogen B@, also
ist- auch Behme DZ oder EH = Sehne B@;
es ist aber auch AH —~ BE, also AH + EH
— BE + B@G, q. e. d.9) B L A

D z

k) Beweis von dem
Kini A»Y ‘Avut rr-Hosrix
p. sL-Hirite gi-Dsanosi (7)9)

Er ssgt: Es werde der Bogen AZ gleich ¢
dem Bogen BD gemacht (vgl. Fig. 6 mit den
Linien BD und AZ), und die Senkrechte ZH gezogen, ferner 42, DB,
DZ. Weil nun die Winkel ZH A und DEB rechte sind, und die Winkel
ZABund DBA ebenfalls gleich sind, da sie auf den gleichen Bogen ZDB
und DZA stehen, und Sehne AZ «= DB ist, so sind die Dreiecke 4 ZH
und BDE kongruent, und also auch ihre entsprechenden Seiten gleich,
also ZH = DE, diese sind aber auch parallel, also ist auch ZD gleich
und parallel EH; ferner ist auch A H = BE, ebenso DZ = B@, weil sie
Sehnen der gleichen Bogen DZ und BG@ sind, also ist auch EH — BG,
mithin AH + EH — EB + BQ, q. e. 4.

Fig. 6.

1) Zweiter Beweis von dem

Kini And 'Avi u-Dianisi

Ersagt: Es werde [Fig. 7] EZ=EB
gemacht und DB und DZ gezogen. Man
vervollstindige den Kreis um 4 BQ und
verlingere DDZ, bis es den Kreis in H
trifft, und ziehe AH, HG@ Weil nun
EZ = EB und DE gemeinschaftlich,
und die beiden Winkel bei £ rechta sind,
80 ist DZ = D B, und die beiden Winkel
I)ZE' und DBE sind gleich, ebenso

1) Hler hat das Manuskript , el-Shkai*.
2) Dies ist unbedingt der kidrzeste Beweis dieses Satzes.
8) Da die diakritiechen Punkte fehlen, ist dieaes Wort ganz unsicher Vgl H. Surss,
1. ¢. p. 197, Nr.491; hier habe ich die Lesart HanGsi gewahlt, forner habe ich ihn
nach Higor Caarra und nach dem Oxforder Ms. Hasan statt Hosmin genannut; dieser
Autor ist also flter als su-Bintini oder sin Zeitgenosse desselben.
Ridllotheon Mathematlea. III, Folge, XI. 2
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18 Herenicn Burxe,

ist Winkel DZE = Winkel AZH als Scheitelwinkel, und Winkel 4 HZ
— Winkel DBE, weil sie auf demselben Bogen stehen, also ist Winkel
AHZ — Winkel AZH, also AH =~ AZ. Ebenso ist Winkel DHG ~
Winkel 4 HD, weil sie auf gleichen Bogen stehen, also ist Winkel DH@
= Winkel 4Z H, dies sind aber Wechselwinkel, also ist 4B parallel GH'),
also Bogen 4 H = Bogen B@, also auch Sehne 4 H == BG; es wurde aber
bewiesen, daB A H = AZ ist, mithin ist auch 4Z = B@G, also AF = BE
+ BG@, q. e. d.

m) Beweis von AU Nasgr ManeTr 8. ‘A1i b ‘Irix.t)

Er sagt: Man schneide [Fig. 8] von AFE das Stiick EZ = EB ab
und ziehe DDZ, ebenso die Sehnen AD und D@, die gleich sind, da sie
zu gleichen Bogen gehiren; ferner ist Winkel A — Winkel @, weil sia auf
dem gleichen Bogen BD stehen, dann ist
es nloht méglich, daB die Linie A4Z griBer
oder kleiner ala B@ sei. Wenn es mig-
lich wire, so sei sie zuerst griBer als BG;
wir machen AH = B@, dann ist jede der
Linien AH, AD gleich jeder der Linien
B@, @D, und die beiden Winkel 4 und
@ sind gleich, also missen auch die beiden
Beiten BD -ond DH gleich sein; nun ist
aber EZ — E B und die Héhe DE gemein-
schaftlich, also DZ = DB, also wiren nun
die zwei Seiten DZ und DH des Dreiecks DZH gleich, also auch die
Winkel bei H und Z gleich, und die beiden Seiten B.D und DH sind
auch gleich, also die Winkel bei B und H im Dreieck BDH gleich,
mithin wire Winkel DZH — Winkel DBZ, d. h. der AuBenwinkel des
Dreiecks BZD wiire gleich einem der Innenwinkel, die ihm gegentiber-
liegen, dies ist ein Widerspruch (also kann A4 Z nicht griBer als B@
sein). Auf dieselbe Weise wird bewiesen, daB es nicht méglich ist, daB
sie kleiner (als B@) sei, also muB AZ = BG@ sein; nun ist EZ = E B,
also AP =EB + BG, q. e d.

Fig. 8.

n) Beweis von ABU ‘Apsparrin Mum B Aamnp L-Snanvi?)

Er sagt: Man vervollstindige [Fig. 9] den Kreis um 4 B@ und ver-
lingere die Senkrechte DE bis zum Punkte Z des Umfanges, und ziehe

1) Das Manuskript hat HD. 2) Vgl H. Sursn, 1. ¢ 8. 81, Nr. 186,
3) Vgl. H. Sures, 1. ¢. 8. 97, Nr. 216.
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AQG, ebenso den Durchmesser DHT K des Kreises, so ist derselbe senk-
recht auf AQ; man ziehe ferner KM parallel EZ und noch KZ, so ist
Winkel TAH «= Winkel HDE wegen der —
Abnlichkeit der Dreiecke A HT und DEH, ’i\/\
also ist Sehne B(@ = Sehne Z K; und weil BZ i

Winkel DZ K ein rechter ist, da er in den E

Halbkreis fillt, ebenso die Winkel M und E
rechte sind, so ist die Fliche M Z ein Recht-
eck, und deshalb KZ = EM, also auch
EM == BG. Und weil die Senkrechte ‘
KM= ZE, ist auch AM — BE; soeben &“_

wurde bewiesen, daB EM == BQ, slso ist 73
AM+ EM = BE + BG, q. e. d. Flg. 9.

0) Zweiter Beweis von AU ‘ABpALLAE EL-SHANNT.

Er sagt: Wir machen [Fig. 10] Bogen 4Z — Bogen B@ und ziehen
GZ, und verlingern GB (Uber B hinaus, und machen GH = GZ und
ziehen DH, DG, AZ, DZ, DB. Weil nun GH == GZ ist, und D@
gemeinschaftlich, und Winkel HGD = DGZ,
weil sie auf den gleichen Bogen BD und
DZ stehen, 8o ist DH = DZ, aber DZ
= DB, also auch DH == DB; wir ziehen
nun die Senkrechte DT auf BH, so ist
bekannt, daB sie /' B im Punkte 7' halbiert.
Addiert man nun zu der Linie HB, die
im Punkte T halbiert ist, die Linie B@, so
ist HG@-BQG + BT?! = G@T'%") addieren wir
beiderseitse das gemeinsame 7'DZ so haben
wir: HG-BG@ + BT*+ TD, d. h. HG - BG
+ BD'=Q@T*+ T D*= (D% aber HG=AB
und AD = (D, also ist: AB-BQ + BD? ¥ig. 10.
= AD? oder AB-BG + BE' -+ DE* = AD*= DE'+ AE", wird das
gemeinsame D E? beiderseits subtrahiert, so bleibt 4AB.B@ + BE!
= AE? also wird die Summe der Linien AB und B¢ im Punkte K
halbiert,?) q. e. d.

1) Nach Euguines 11, 8.
2) Nach Evxkrines 11, 5 (Umkehrung), die Umkehrunyg ist freilich bei Eurriows
nicht bewiesen.
;2‘
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20 Huiemicn Surea.

p) Zweiter Beweis von Aparxu@pi') 5. Ustin Disasanas (sic).
Er sagt: Wir verlingern [Fig. 1] GB fiber B hinaus und. ziehen
von D aus die Senkrechte DZ auf die Verlingerung und ziehen A D, DG,
so sind in den beiden Dreiecken DZG und DAE die Winkel DEA
und DZ@ gleich als rechte, fermer Winlkel
ZWQ Z@D = Winkel EAD, weil sie auf dem-
selben Bogen stehen, also sind die Drei-
Bf—1F A ecke ihnlich, aber 4D = D@, also ist
auch DZ=DF und GZ = AE, en ist
ferner klar, daB DZ*+ BZ*=DE"® + BE?,
aber DZ®= DE?', also ist anch BZ?
= BE?, also BZ = BE; aber 77 = AE,
o also ist GB + BE = AE, q. e d. Und

Fig. 11, Gott waeiB es besser und ist weiser!

q) Dritter Beweis yon AsU ‘ABparrin sr-Buannl

Er sagi: Wir ziehen [Fig. 12) 4G und beweisen zuerst, daB DE-EB
gleich dem Unterschied der beiden Dreiecke 4 DG und AB@ ist. Zu
diesem Zwecke verlingern wir die Senkrechte DE bis zu ihrem Schnitt-
punkte Z mit 4G und fillen die Benkrechte DH auf AG, und BT senk-
recht auf DH und bezeichnen den Durchschnitt von 4B und DH mit
K?"). Weil nun die beiden Dreiecke AEZ und 4 KH B&hnlich sind, so
sind auch die Winkel Z und K gleich, und Winkel DA Z = Winkel DB KX,
weil sie f{iber gleichen Bogen, niim-
lich den Hilften des Bogens 4 B@
stehen, also ist Dreieck DA Z ihnlich
Dreieck DBK, also besteht die Prop.
AZ:ZD=BK:DK, aber AZ:ZD
= AK: DK =AH:DE, wegen der
Ahnlichkeit der Dreiecke; ausdem gleichen
Grunde ist BK: DK = BE: DT, also
ist anch AH:DE=BE:DT, also
AH DT —~ DE-BE; sber AH-DT ist der Unterschied der Produkte
DH AH und TH-AH, und dies ist gleich dem Unterschied der Drei-
ecke ADG@ und ABG@, also ist das Produkt DE-BE gleich dem Unter-
schied der Dreiecke ADG@ und ABGY). Wir machen nun ES = EB
und ziehen DS; dann subtrahieren wir das gemeinsame Dreieck 4 M@

Fig. 13.

1) Das Manuskript hat ApxaioX.
2) Im Text steht T, in der Figur aber K. 3) Dies ist nicht richtig.
4) Der Beweis ist, wie man sieht, verdorben; s. Kommentar.
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(von beiden Dreiecken), so bleibt: Unterschied der beiden Dreiecke 4 DM
und BM@ gleich dem I’rodukt DE-BE gleich Dreieck DBS; deshalb
ist der Unterschied der beiden Dreiecke 4 DM und DB@ = Dreieck DM S,
mithin ist Dreieck A DS = Dreieck DB@®, und die beiden Seiten 4D,
DS sind gleich den Seiten @D, DB, also ist auch Seite 4.8 = Seite BGY);
nun haben wir ES = E B gemacht, aleo ist auch A E = BE + B@, q. e. d.

Es ist auch erlanbt, die Sache umzukehren und die (leichheit der
Differenz der beiden Dreiecke A D@ und A BG mit dem Produkte DE.- BE
aus der Halbierung der gebrochenen Linie durch die Senkrechte (DE)
nachzaweisen. Zu diesem Zwecke setzen wir SE = BE, ziehen DS, DB,
so gind diese beiden gleich, und weil 4E = BE 4 BQ, ist A4S — BG,
also sind jetzt die heiden Seiten 4D, AS des Dreiecks 4 DS gleich den
beiden Seiten D@, BG des Dreiecks DB(@, und Winkel 4 — Winkel G,
also sind die beiden Dreiecke 4 DS und D BG kongruent, also ist der
Unterschied der beiden Dreiecke A DS und BM( = Dreieck D M B, mit-
hin der Unterschied der Dreiecke A DM und BM@Q = Dreieck BD.S; aber
Dreieck BDS = D E - BE; ferner ist der Unterschied der Dreiecke A DM
und BMG gleich dem Unterschied der Dreiecke ADG@ und 4 B@, also
ist der Unterschied der Dreiecke 4 D@ und A BQ gleich dem Produkt
DE-BE, q. e. 4,

r) Vierter Beweis von AT ‘ABpALLIH EL-SunannT.

Er sagt: Man mache [Fig. 13] EH — EB und ziehe DH, DB, DA,
D@, GA, so ist klar, daB DH = DB ist, also sind die Dreiecke 4 DG
und DBH gleichechenklig; in diesen beiden
Dreiecken sind die Winkel B und G gleich,
da sie auf demselben Bogen stehen, also sind
die Dreiecke auch #hnlich, mithin ist Winkel
ADG = Winkel BDH; wird von beiden der
gemeinsame Winkel H DM abgezogen, so
bleibt Winkel ADH — Winkel G D B; aber 7
die Seiten AD, DH des Dreiecks ADH \
sind gleich den Seiten D@, DB des Drei- e 13
ecks GDB, also ist atich AH =BG, mithin AH+ HE d h. AE
~ BE + BG?), q. e. d.

8) Zweiter Beweis von AT Nase Manstr B ‘ALl B ‘Irik

Er sagt: Wir machen [Fig. 14] AZ = BG und ziehen AD, BD, DZ,
dann sind die Seiten A D, AZ?) gleich den Seiten D, B(7 und Winkel

1) Hier dilrfte hinzugefilgt sein: weil Winkel BG D = Winkel D 4 S.
2} Der Text hat AG. 8} Der Text hat NZ.
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D AB — Winkel DG B, weil sie auf demselben Bogen stehen, also ist auch
DZ = BD, also Dreieck D BZ gleichschenklig, mithin teilt die Senkrechte
DE die Basis BZ in zwei Hilften im Punkte E, also BE = EZ, daher
ist, da auch AZ = BG, 4Z+ EZ d. h. AE = BE + B@, q. e. d.
Wenn wir aber den anderen Gedanken-
gang einschlagen'), wenn wir niimlich be-
weisen wollen, daB das Produkt DE.BE,
d. h. das Dreieck DBZ gleich sei dem Unter-
schied der Dreiecke ADG und ABG@, so
machen wir AH == M@ und ziehen HZY),
dann sind die beiden Dreiecke A HZ und G M B
kongruent, also auch DHZ und DMB kon-
Fig. 1. gruent, mithin die Dreiecke BMG + BMD
’ + DMZ = Dreieck ADM; fligen wir beider-
seita Dreieck AM@ hinzu, so haben wir: Dreiecke ADM + AMG =
Dreiscke A M@ + BMG + BMD + DMZ, also der Unterschied der
beiden Dreiecke 4 D@ und A B@G = Dreiecke BM D -+ DM Z == Dreisck
BDZ=DE-BE, g. e. d.

t) Beweis von ABT ‘AL Br-Hasax B pr-Hoseiy sr-Bagri?)
Er sagt: Man mache [Fig. 16] Bogen DZ — Bogen DB und ziehe
DB, DZ, AZ, AD; ferner mache man EH = EB und ziehe DH; weil
nun Bogen DZ-= DB ist, ist Winkel ZAD = Winkel DAB, und weil
DB = DH, ist Winkel DBA = Winkel
7 DHE, und weil Figur BDZ A ein Kreis-
viereck ist, ist Winkel AZ D 4 Winkel A BD
== zwei Rechten; soeben wurde aber gesagt,
E " daB Winkel 4 BD = Winkel D HE, also ist
auch Winkel 4ZD + Winkel DHE = zwei
Rechten, aber auch Winkel D HE + Winkel
D HA = zwei Rechten, also ist Winkel AZ D
= Winkel D H A; ferner wurde gezeigt, daB
_— Winkel ZAD — Winkel DAH ist, und
AD ist gemeinschaftlich, also sind die
beiden Dreiecke AZD und 4 HD kongruent, und ihre entsprechenden
Seiton also gleich, also AZ = A H, aber AZ = B@G}') weil ihre Bogen

D

1) Wortlich ,,wollen"; er kommt hier jedenfalls auf den dritten Beweis ev-
Bmamvis zn sprechen, den er etwas kiirzer und auch richtiy geben will; vgl. Kom-
wmentar zn q. 2) Der Text hat BZ.

8) Vgl H. Bures, 1. c. 8. 91, Nr. 204; es ist dies der bekannte Isn sr-Harran.

4) Im Manuskript steht A B.
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gleich sind, also ist auch AH = BG, HE ist aber = BE, mithin ist
AE = BE + BG"Y), q. e. d.

u) Beweis von mir zu diesem (Satze).

Ich sage: Man vervollstindige [Fig. 16] den Kreis und ziehe DB,
DG, DA, mache LZ = EB, ziehe DZ und verlingere es bis zu seinem
Durchechnitt H mit dem Kreis. Nun ist D
AD = DG, da sie die Sehunen gleicher mi\
Bogen sind, und DB = DZ wegen der B < - A
Kongruenz der Dreiecke BDE und DEZ, -
und Winkel BG.D = Winkel BAD, weil \
sie auf demselben Bogen stehen, und
Winkel BDG = Winkel Z D 4, denn Winkel
DZB = Winkel ZDA + Winkel ZAD, ¢
also auch Winkel DBZ = Winkel ZD A?)

+ Winkel ZAD; nun steht Winkel DI3Z \

auf der Hilfte (AD) der Summe der beiden \\ms vl

Bogen (d. h. des Bogens A BG), und Winkel o

Z AD auf dem Bogen DB von der anderen Hilfte (DG), also bleibt fitr
Winkel ZD A der Bogen, der DB zur Hilfte ergiinzt, d. h. der Bogen BG,
aber Winkel ZD A steht auf dem Bogen AFH, also ist Bogen AH
= Bogen B@, also auch Winkel BDG = Winkel Z D 4, mithin sind die
Dreiecke BD@ und ADZ ihnlich und gleich®), also AZ = B, aber
FEZ = EB, also ist AZ + FZ = EB + BG, q. e. d.

v) Zweiter Beweis von mir.

Ich sage: Man vervollstindige [Fig. 17] den Kreis und verlingere die
Senkrechte DE bis zu ihirem Durchschnitt Z mit dem Kreise, ziehe den

Durchmesser D HT und T K L parallel zu DEZ, D L
go ist, weil DZ parallel TL und beide von 5/ 3 oV
den Enden des Durchmessers ausgehen, Bogen E TR

DGZ = Bogen TAL; wir ziehen LD, dann
ist Winkel DL T ein rechter, weil er im Halb-
kreis liegt, und die Winkel LKE und DEK
sind auch rechte, also ist [liche LI ein Recht-
eck, also LD —= KE; man ziehe vom Mittel-
punkt H die Linie HAMS parallel z2u DEZ, Z T
so schneidet sie die Sehnen AB und LD Fig. 11,

1) BG fehlt im Manuskript. 2) Im Manuskript steht DZ 4.
8) Biniini ist der einzige der hier auftretenden Autoren, der fiir ,, kongruent*
»ihnlich und gleich* sagt.
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unter rechten Winkeln und halbiert sie daher auch, aleo ist LS
= 8D, und KM = ME, mithin ist auch AKX = EB, und LD
= KE — BG (weil Bogen LD = Bogen BG), also ist AK + KE
- EB + B@, q.e. 4

w) Dritter Beweis von mir aus meinem Buche ,(bér die nittz-
lichen Fragen nund die richtigen Antworten“?)

Ich sage: Man verlingere [Fig. 18] AB liber B hinaus und mache
BK == B@, und ziche GK, DK, DA; man ziehe ferner BT senkrecht
suf @K, so wird G K halbiert, weil die Schenkel BG' und BK gleich
sind, und die Winkel des Dreiecks T'G B werden gleich den entsprechenden

D Winkeln des Dreiecks TBK.

A Weil nun Winkel ABT,

X 4 der AuBenwinkel des Drei-

- ecks TBK, = Winkel BTK

+ Winkel B K T'ist, und ebenso

T Winkel DB@, der AuBen-

winkel des Dreiecks BT,

Q = Winkel BGT 4+ Winkel

BT'@ ist, und Winkel BGT

— Winkel BKYT ist, und die

Wihkel BTG und BTK

rechte sind, so ist Winkel A BT — Winkel D B@; ferner ist Winkel 4 BT

+ Winkel T7EK = Winkel DBG + Winkel GBT, nun ist aber Winkel

ABT + Winkel TBK == swei Rechte, also ist auch Winkel DB@G

+ Winkel GBT = zwei Rechte, mithin ist die Linie DBT eine Gerade,

und sie steht senkrecht auf KG und teilt sie in zwei gleiche Teile,

also ist awch DG = DK, es ist aber auch DA = D@, also ist DA

= DK, die Benkrechte DE halbiert also die Gerade 4 K, folglich ist

AE =EB + BK, aber BK wurde = B@ gemacht, also ist 45 = EB
4 B@, q. . 4.%)

Fig. 18,

1) Hier folgt noch: Beendigt ist der zweite Beweis von mir.

2) Der Haupttitel dieses Buches ist eigentlich ,Uber die Grinde der Tafeln
des Kuwanrizui, was vielleicht durch wiederholtes Abachreiben weggefallen ist.
Vgl. meine Nachtrdge und Berichtigungen zu dem oben zitierten Buche, in Ab-
handlungen z. Gesch. d. math. Wissensch. 14, 1902, 8. 171, wo statt ,, Fehler"
zu setren ist ,,(riinde" (oder Begriindungen).

8) In diesern Beweise kommté eiu Fehler vor, s. Kommentar.
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x) Vierter Beweis von mir, den ich in den ,Gritnden der Tafeln
des Hapase” angewandt habe.!)

fch sage: Man mache [Fig. 19] EH = EB und ziehe DH, DB, g0
sind die Dreiecke DEB und DEH, die bei E rechtwinklig sind, kon-
gruent, also DB =— DH. Dann zieche man 4D, DG?) und verlingers
@B bis Z*) Daun wird, weil Winkel DB@ auf dem Bogen DAG@ steht,
seine Erginzung zu zwei Rechten, d. h. Winkel DBZ, durch den Bogen
DBG@ gemessen, der gleich Bogen A D ist und auf dem der Winkel DB A
steht, also ist Winkel DB A4 = Winkel DBZ — Winkel DHE, also ist
auch Winkel DBG = Winkel DH A; ferner stehen die Winkel DA B und
D@ B auf demselben Bogen (sind also gleich), also ist auch \Vinkel A DH
=~ Winkel BD®, und DH = DB, slso Dreieck A DH kongruent Drei-
eck DBG@, mithin AH = BQ; wir haben aber EH — EB gemacht, also
ist AH+ FH=FEB + B@, d. h. der Punkt E halbiert wirklich die
gebrochene Linie 4.B@, q. e. d.

Aus diesem ergibt sich auch, daB,
wenn {iber derselben Kreissehne als Basis
zwei Dreiecke gezeichnet sind, von denen
das eine gleichschenklig, das andere nicht
gleichschenklig ist, der Umfang des ersten
groBer ist mls der des zweiten; denn wenn
wir AG ziehen, so ist sie die gemeinsame
Basis der Dreiecke 4D@, des gleich-
schenkligen, und ABG@, des ungleich-
schenkligen, und es ist nun 4.D*)> AE, ebenso DG*) (= AD)> BE
+ BG@, wird noch beiderseits das gemeinsame 4G addiert, so ist: 4D
+ D@ + AG > AE + BE + BG + AG, also sind die Seiten des Drei-
ecks 4 D@ zusammen groBer als die Seiten des Dreiecks ABGQ, q. e. d.

Das ist, was mir bekannt geworden ist von den Wegen (oder Methoden)
der Gelehrten fiir den Beweis jener Behauptung; die Griechen haben aber
noch eine andere Behauptung aufgestellt, zu der ebenfalls die Gelehrten
dieser Kunst®) Beweise gaben. Unter diesen gibt es solche, welche das

Fig. 19,

1) Vgl. meine oben zitierten Nachtrige, 8. 171; der vollstindige Titel dieses
Werkes lantet: Vervollstiindigung der Tafeln des Hanasx durch Griinde nund Reinigung
ihrer SHtze von Irrtiimern.

2) Die Linie D@ fehlt im Mannekript. 8) Unbestimmt.

4) Das Manuskript hat 4 B.

6) Das Manuskript hat hier: DA und B(; vielleicht wollte Biniini achon die
heiden ersten Ungleichheiten addieren und sagen: also AD4- DG >AE 4 EB+B(.

8) Ern-Biaiisi nennt die Geometrie eine Kunst (sand'a) statt eine Wissen-
schaflt (‘ilm).

53



28 Huinnion Burse.

Vorangehen des (eben bewiesenen) Satzes ber die Eigenschaft der ge-
brochenen Linie erfordern, und sie mfissen deshalb nach diesem kommen;
es gibt aber auch solche, welche jenen (ersten) Satz entbehren kénnen.
Da nun eine Umstellung atattgefunden hat (d. h. da diese Beweise, die
des ersten Satzes nicht bedlirfen, doch nach jenem kommen), so ist durch
sie (d. h. diese Beweise) eine Verifizierung jemer ersten Behauptung er-
moglicht, d. h. die zweite Behauptung wird dadurch unter die Priimissen
der ersteren gerickt.'!) Nachdem wir nun die vielen Beweine (fiir die
erste Behauptung) alle nacheinander gegeben haben, stellen wir diejenigen
fir die zweite Behauptung auch zusammen und setzen sie also zwischen
den ersten und den SchiuBteil*)

Die zweite Behauptung.

Wenn in einen Kreisbogen eine gebrochene Linie gelegt wird, die
den Bogen halbiert, hierauf in denselben Bogen eine zweite gebrochene
Linie, die den Bogen in zwei ungleiche Teile teilt, so ist das Produkt
des einen Teils der den Bogen halbierenden
Linie in den anderen gleich dem Produké
des einen Teils der den Bogen in zwei
verschiedene Teile teilenden Linie in den
andern mehr dem Quadrat der Sehne, die

¥ig. 1. zwischen den beiden Teilpunkten liegt.

Z. B., der Bogen ABG [Fig. 20] enthalte

die gebrochene Linie A BG, er werde halbiert im Punkte D, und in ihn

die gleich gebrochene Linie ADGQ gelegt®), so sage ich, daB AD. D@
(= AD") — AB-BG + BD.Y)

Jeder einzelne von jemen (Gelehrten) hatte versucht, die Schwierigkeit
dieser Sache (dieses Beweises) moglichst zu erleichtern und sie (ibn) zu
kiirzen, und es kamen dabei die verschiedensten Arten zum Vorschein,
wie wir aus ihren Berichten selbst sehen werden, so Gott will.

a) Beweis dazu; ich habe ihn gefunden in den Fragen®), die
Yuuanni p. YOsur aus dem Griechischen ins Arabische
ftbersetzt hat.

Er ist genz 8hnlich einem Beweise, den AsU Si‘tp ®r-Swoszt und
ABU ‘ALf EL-Bagni gegeben haben. Zieht man in einem gleichschenkligen

1) Diese Stelle ist etwas schwierig, ich habe ibr keinen anderen Sinn zn geben gewuft.

2) Auch dies ist ziemlich frei @bersetzt, ich glaube aber doch den richtigen
Sinn getroffen zu haben.

8) Hier ist der Text etwas verdorben, die ungleich gebrochene linie wird zwei-
mal genennt, 4) Uber diesen Batz s. Kommentar.

5) Magd'il = Fragen, Untersuchungen, Problems.
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Dreieck eine Gerade von der Spitze zur Basis, die diese in zwei ungleiche
Teile teilt, so ist das Produkt dieser beiden ungleichen Teile mehr dem
Quadrat dieser (Geraden gleich dem Quadrat eines Schenkels. Das Drei-
eck sei ADH ([Fig. 21] und 4D D

= DH, wir ziehen in demselben zur m
Basis die Linie DB beliebig, nur & 7 A
nicht senkrecht auf sie, so sage ich, E

da8 AB-BH + BD*= AD') Be-

weis: Wir beschreiben um das Drei-

eck ADB einen Kreis und ziehen DE G
senkrecht auf A B, so ist, weil AH

im Punkte E halbiert wird und in zwei

ungleiche Teile geteilt ist im Punkte B,

AE'= AB-BH + E B'*) fiigen wir beiderseits D E?* hinzu, so haben wir:
AE'+ DE* (d.i. AD') = AB-BH + EB* + DE*= AB-BH + BD*
Es wurde nun in den Beweisen zur ersten Behauptung gezeigt, daB
BH = BG@ ist, wenn Bogen D BG = Bogen AD gemacht wird; man ziehe
Bd@, D@, so ist nun also AB.-BH == AB-BG@ und man hat nun:
AD'= AB-BG + BD'*) Dies (d. h. dieser Beweis) gehort also zu den
Anhiingen (d. h. zu denen, welche den Beweis der ersten Behauptung
voraussetzen). — Was Ant Sa‘in ®.-Sipizi und Asi ‘ALi 51.-Bagri an-
betrifft, so setzen sie die gebrochene Linie A BG in den Bogen 4 DB@
und behaupten dann, daB AB-BG + BD'= AD?* sei; hierauf machen
gie zum Beweise BH = B und fithren dann den Beweis weiter wie oben.

Fig. 11,

B) Beweis dazu von Asd Nagn Mansir s ‘ArT s ‘Irix.

Ich sage*) (behaupte) [Fig. 22], daB AB.-BQ@ + BD*— A D% Be-
weis: Ich verlingere BG iiber B hinaus und ziehe DZ senkrecht auf
die Verlingerung, D E senkrecht auf 4 B, ferner
noch DB, AD, DG. Weil nun Winkel ABG Z—=%
gemessen wird darch die Erginzung des Bogens / T
ADBG zum ganzen Kreis, wird Winkel 4BZ Pr E
gemessen durch den Bogen 4D BG, deshalb ist
Winkel EBD = Winkel DBZ, weil Bogen 4D
= Bogen D@?), ferner ist DB den beiden Drei-
ecken BDZ und BDE gemeinsam, und Winkel N
E = Winkel Z als rechte, also ist BE = BZ; ™

Fig. 93.
1) Im Text steht 4 B* 2) Nach Eukuipss 1, 5.

8) Im Text ist der SchinB durch Auslassungen und uarichtige Buchstaben etwas
verdorben.

4) V(‘)r diesem ,,Ich sage" sollte eigentlich den andern Beweisen entsprechend
stehen: | Fr sagt®. 6) Der Text hat BG.
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ferner ist DG'=~GZ*+ DZ* und BD'~= DZ*4 BZ* aleo ist DG3=
BD?* + GZ*— BZ*, es ist aber QZ'— BZ'=~(GB'+ 2GB-BZ, und
AE = BE + BG; es wurde schon bewiesen, daB KB — BZ, also ist
AB = BG + 2BZ, mithin D@"== BD*+ AB-BG"), q. . d. — Dieser
Beweis gehirt zu den Anhlingen, wegen der ohne Beweis aufgestellten
Gleichheit von AF und BE + BG.

p) Zweiter Beweis von AT Nasr . ‘Irix.

Er sagt: Man verlingere [Fig. 23] G B tber B hinaus und ziehe
DH senkrecht auf GH, mache HZ — BH, und ziehe DZ, so ist, wail
D@*= DH?+ GH? und DB'= DH*+ BH?, auch D@'= DB+ BQ?
+ 2BH -B@'); aber HZ = BH, also DG*= DB?*{ BQ@-(Z; weil nun
Winkel @ = Winkel 4, und DB den Winkel ABZ halbiert, und Winke}
Z — Winkel DBH ist, ist auch Winkel 4 BD == Winkel GZD, und da
D@ = AD ist, so ist auch AB = GZ; es
wurde aber eben bewiesen, daB Q%= D B?
Z + BG@-GZ, aleo ist auch DG? (oder 4 DY)
= DB + 4B- BG@, q. e. d.") — Dieser Be-
weis gehirt zu den Vorausgehenden (Voran-
zustellenden), weil er der (ersten) Eigen-
schaft der gebrochenen Linie nicht bedarf,
ja er gehdrt sogar zu ihrem Fundament,
p weil mit ihoi~jene erste Eigenschaft bewiesen

werden kann.

Fig. 18.

3) Beweis von AB¥ 8a‘ip Br-Sipszi

Er sagt: Wir verlingern [Fig. 24] AB ilber B hinaus, sc daB Drei-
eck ADZ gleichschenklig wird in bezug auf die Schenkel AD und DZ,
wie vorher'); dann beschreiben wir um das Dreieck A DZ einen Kreis,
verlingern B.D bis zum Durchschnitt mit diesem Kreise in H und
rishen ZH; dann ist AB.-BZ = BD -BH, aber BD.-BH 4+ BD=
BD-DH?"); weil nun Winkel DZ .4 = Winkel DHZ, da sie auf den

1) Dies ist etwas kurz, deutlicher witre: es ist also BG'}2BG - BZ=BG . 4 B,
also NG'<=BDY AB-BG@G.

2) Diee ist wieder kurz ausgedrickt, deutlicher whre: auch DG*'=DB'—~ BH®
+GH'=DB'-BH'{(BG+BH'=DB'+ BG*'{2BH - BG.

8) Die Linie DG fehlt im Manuskript.

4) d. h. wie in seinem ersten Beweis zur ersten Behauptung.

8) Im Text ateht BIf. D H; dann fehlt wahracheinlich noch: also BD.DH
=AB BZ+4 BD*
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gleichen Bogen 4D und DZ stehen, und Winkel D gemeinschaftlich ist
8o ist Dreieck DBZ iihnlich Dreieck DH Z, also besteht die Proportion:
DH:DZ = DZ:BD, also BD-DH — DZ* aber BD.-DH = AB-BZ
+ BD?, also AB-BZ oder AB- B@ D

4+ BD"= DZ" == AD* q o d —

Dieser Beweis gehdrt zu den An- z B

hiingen, weil darin die Gleichheit von
BZ und B@ vorausgesetzt ist; wenn
aber der Beweis auf die gleiche
Weise gefithrt wiirde wie vorher'), ¢
80 kiime man damit auf die (erste)
Kigenschaft der gebrochenen Linie, 1t
und der Beweis wiire dann einer von
den voransgehenden.

Fig. 4.

§) Beweis von Ap7 ‘Appartin Br-Smansi

Er sagt: Man mache [Fig. 26] Bogen 4Z = BG und ziehe GZ, ver
lingere BG fiber B hinaus, und mache GH = GZ, und ziehe DH, DZ,
ferner DT senkrecht auf BH; weil nan GH = ('Z, und @D gemein-
schaftlich,”) und Winkel . HGD = Winkel
D@Z, weil sie anf den gleichen Bogen BD
und DZ, g0 ist DH = DZ, aber DZ — BD,
also ist auch DH = BD, und DT senk-
recht auf BH, also ist auch TH = BT,
mithin HB eine Gerade, die im 'unkte 7'
halbiert und um B@ verlingert ist, folg-
lich ist @H - BRY - BT*= QT%?) fiigen wir
auf beiden Seiten D 7'! hinzu, so hahen wir:

GH-BG+ BT'+ DT*=GT*+ DT?, oder: Fla. 36.
GH-BG + BD*= (GD?*; aber AB=GZ = GH, also ist AB.BG +
BD?— @D?, q.e. d. — Dieser Beweis gehort zu den Vorausgehenden,

weil er jener Eigenschaft (der gebrochenen Linie) nicht bedarf.

. §) Beweis dazu von mir.

Ich sage: Wir ziehen [Fig. 26] DH parallel A B, ferner noch A4 H,
AD, HB, BD. Woeil nun Bogen AD = D@, und Bogen AH = BD, so

1) d. h. wis in seinem ersten Beweis zur ersten Behauptung.
2) Hier ist im Text wiederholt, daB nun G H und D@ einzelu gleich seien
G7Z und DG 8) Nach Fuxvioes 1T, 8
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ist auch Bogen DH = B@, also sind
auch ihre Sehnen gleich; weil nun A HDB
ein Kreisviereck ist, so hat man: AD-BH
~DH-AB+ AH-BD; aber DH = BG,
und AD -~ BH und AH~ BD, also ist
auch AD* = AB-BG + BD? q.e.d. —
Dieser Beweis gehirt anch zu den voraus-
gehenden, sus demselben Grunde wie der
vorige.!)

Fig. 186,

n) Zweiter Beweis von mir.

Ich sage: Wir ziehen [Fig. 27] die Senkrechte DE auf A B und er-
richten Uber AE das Quadrat 42, und ber BE das Quadrat ET, ver-
lingern TK bis L, machen EM = EB, zichen MSO parallel EZ

D und vervollstindigen die Fliche A EH?),

B//‘ A so ist klar, daB AM = B@, es ist aber
TR M AM der Unterschied zwischen den beiden
Teilen der Basis des Dreiecks ABD,

Ll ] L néimlich zwischen AE und EB; ebenso

G ist klar, daB AM = KZ, und deshalb
Fliche KF = ML ist, da auch TK

= M8; nun ist die Fliche T'H, d. h. das

F z Quadrat AZ vermindert um das Quadrat

Tig. 1. BK(=ES)=LT-TF = AB.- AM =

AB.B@; saddieren wir hiersu BD? und zwar so, daB wir zuerst das
Quadrat BK oder ES addieren, dann haben wir das vollstindige Quadrat
EH (= AE?"); hierauf addieren wir noch (zu diesem) DE?; nun ist
DE'+ AE* = AD? also haben wir: AB- BG + BD* = AD? q.e.d. —
Dieser Beweis gehtrt zu den Anhingen, weil er jemer (ersten) Eigen-
sohaft der gebrochenen Linie bedarf.

#) Dritter Beweis von mir, ohne Beziehung (?)*) zum Almagest.

Man zieht [Fig. 28] die Senkrechte D E, ferner A, macht A H~ BD
und zieht DT parallel A H, so ist es gleich 4 H und also auch gleich

1) Dieser Feweis von er-Biniini ist der einfachste derjenigen fiir die zweite
Behauptung.

2) Besser wiire wohl A BF H, oder einfach BH.

3) Biehe Kommentar.
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BD, und Winkel DT A4 ist ein stumpfer, D '
also ist AD* — AT'4 DT+ AT BT \
(denn BT = 2ET); aber AT -BT + AT®
= AB- AT, also ist AD'= DT' A
AB- AT = BD -+ AB- AT"), aber AT E T

= DH = B@, slso ist AD? = BD? .+
AB-BG@G, q. e. d. — Dieser Beweis geo-

hort zu den vorausgehenden.

G
Fig. 18,

t) Vierter Beweis von mir.
Ich sage: Man ziehe [Fig. 29] die Senkrechte D E auf 4 B und mache
EM = EB, so ist BM cine Gerade halbiert in Punkte E, und verlingert

um die Gerade AM, dann ist AB- AM + EM?= AE*, man addiert
auf beiden Seiten DE?Y, so ist AB - AM

+ EM' + DE* = AE® + DE", sber DE* D ™

+ EM?! (= EBY) = BD*, und AE*+ DE? T~

= AD? also ist AB-AM + BD*= AD*, , N T\
q. e. d.") Dieser Beweis gehort zu den An- E M W
hingen aus den schon erwithnten Griinden.

Das ist, was von ihnen (den Gelehrten)
an Beweisen zu dieser zweiten Behauptung
aufgestellt worden ist. Und fiirwahr, diese
beiden Satze leuchten hell hervor aus den a
Elementen der Geometrie, und es werden
auf sie wichtige Dinge®) zurilckgefithrt; . .. ich habe mich auf sie gestiitzt
in einer Anzahl von Fragen (Problemen), iiber die ich befragt wurde,
und von denen ich, was ich noch in Erinnerung habe, erwihnen werde,
mit der Hilfe Gottes, seiner Gnade und seiner Leitung.

Fla. 3.

Die Aufgaben.

1. Ee sollen aus zwei gegebenen Punkten zwei (Jerade ge-
zogen werden, die einen gegebenen Winkel miteinander bilden,
und deren Summe gleich einer gegebenen Geraden ist, von mir.

MeneLAvs wollte im zweiten Satze des dritten Buches seines Werkes
ilber die Elemente der Geometrie beweisen, wie in einem gegebenen Halb-

1) Hier ist der Text etwas unklar, es kommen Wiederholungen vor.

2) Dieser Beweis ist unvollatindig, da noch bewiesen werden sollte, daB AN
=BG iet; xr-Binisi hat vielleicht aaf einen der Beweise der ersten Behauptung
verwiesen und diese Verweisung ist weggefallen.

8) asbib, eigentlich , Motive''; am besten whre vielleicht ,» Jitéze, Probleme*
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kreis eine gebrochene Linie gezeichnet werde gleich einer gegebenen Linis;
er schlug aber hierzu einen sehr langen Weg ein.') Nachher behandelte
sie (diese Aufgabe) TrXprr 3. Kusna in seinem Kommentar dieses Buches
(des MznnLaus) auf einem ungefdhr so langen Wege wie Mengraus selbst.
Nachdem nun aber die Eigenschaften der gebrochenen Linie bekannt ge-
worden sind”), so ist die Behandlung dieser Aufgabe des Mznmraus eine
leichtere geworden, und sie erstreckt sich nun sogar allgemeiner auf alle
Bbgen eines gegebenen Kreises (nicht nur auf den Halbkreis). Hierauf
verfaBte As#’L-Dsiip Mum 8. kL-Lnrta?®), Gott erbarme sich seiner, iber
diese Aufgabe eine Abhandlung und liste sie auf einem Wege, dor iber
aslle MaBen lang und schwierig war. Als nun aber As? Si'ip Amuep ».
Mun s. ‘Apprrosaris sich mit ihr beschiiftigte, fand er einen Weg der
Aufléeung, der den h8chsten Grad der Leichtigkeit erreichte. Wir weichen
D nicht weit von ihm ab
B in dem (Beweise), den
wir gefunden haben
mit Hilfe der Eigen-

6

A schaften der gebroche-
( M nen Linie in einem
Kreisbogen und ihre

Teilung durch die Senk-

§ T % rechte, die von der
Mitte des Bogens auf

Fig. 50, sie gefillt wird; folgen-

. des ist das Verlangte:

Wir wollen von den gegebenen Punkten 4 und G eus [Fig. 30]
zwei gerade Linien ziehen, die sich in einem Punkte schneiden und einen
Winkel miteinander bilden gleich dem Winkel S, und deren Summe gleich
der Linie T'H ist. Wir ziehen 4G und beschreiben daritber ein Bogen-
segment, das den Winkel S (als Peripheriewinkel) faBt, es sei das Bogen-
segment ADG, und D sei die Mitte desselben, wir ziehenm AD; es ist
nun notwendig, daB die gegebene Linie TH groBer sei als 4@, aber
nicht griBer ale das Doppelte von 4 D*), damit das Erreichen des Ge-
suchten mdoglich sei. Hierauf beschreiben wir ber A D einen Halbkreis,
__—1) Bieshe Kommentar. 2) Wortlich ,,vorausgegangen sind*.

8) Vgl H.Burer, l.c. p. 87, nr. 218; aus den Worten ,,Gott erbarme sich seiner*
iet zu schlieBer, daB AsU'L-DsUp schon gestorben war, als sr.-Biaiini diese Abhand-
lung verfaBte und dies war vor 1086, denn es existiert ein Verzelchnis seiner Schriften
(von ihm selbst verfaBt) bis zu diesem Jahre, und in diesem wird auch unsers Ab-

handlung genannt (vgl. Chronologie orientalischer Volker, heransgegehen von B, Bacaau,
Leipzig 1878, p. XXXXIV).

4) Im Text steht unrichtig ,,des Quadrates von 4D,
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er gei AKXD?'), und legen in denselben die Sehne A F — 1TH, und ver-
lingern sie bis zum Durchschnitt B mit dem Bogensegment, und ziehen
BG?'), so sage ich, daB AB + BG = TH sei und Winkel ABG
= Winkel S. Beweis: Wir ziehen DE, so steht es senkrecht auf AB
und weil diese Senkrechte vom Mittelpunkt des Bogens ADG ausgeht,
ist AE=ER 4 B, aber AE wurde gleich -3TH gemacht, also ist
EB 4+ BG gleich der andern Hilfte von TH, slso AB+ BG = TH;
ferner ist Winkel 4 BG — Winkel S, weil er in einem Kreissegment steht,
das einen ihm gleichen Winkel faBt; q. e d

2. Von zwei gegebenen Punkten aus zwei Gerade zu ziehen,
die einen gegebenen Winkel miteinander bilden, und deren
Differenz gleich einer ge-
gebenen (eraden ist, von
mir.

Wir wollen sie (die beiden
Geraden) von den DPunkten A
und G aus [Fig. 31} ziehen, sie
sollen einen Winkel einschlieBen ¥
gleich dem Winkel § und ihr
Unterschied soll gleich der Linie
T'H sein. Wir ziehen 47 und
beschreiben darilber ein Bogen-
segment, das den Winkel S (als
Peripheriewinkel) faBt, halbieren
es im Punkte D. Dann ver-
vollstindigen wir Bogen A D zu einem Halbkreis, ziehen AD, DZ, AZ,
machen ZK = ;TH, ziehen KL% senkrecht auf AZ; dann machen wir
DB = ZL und ziehen A B, B, so behaupten wir, daB AB — BG = TH.
Beweis: Man ziehe DFE senkracht auf 4B, dann ist Winkel DBE —
Winkel DZ A, denn sie stehen auf dem gleichen Bogen A D, ferner Winkel
DEB = Winkel ZKL als rechte, also ist Dreieck D EB ihnlich Dreieck
K L.Z; aber wir haben DB = Z I, gemacht, also sind sie auch kongruent*),
folglich ist KZ= EB, aber KZ wurde gleich A\TH gemacht; aus dem
was vorangegangen ist, ist aber bekannt, daB EB gleich der [lilfte des
Unterschiedes von AR und BG ist, also ist 2EB — AB — B@G, und
da die Hilfte des Unterschiedes gleich der Hilfte von 7'H ist, so ist
der ganze Unterscliied gleich 7H. Die Méglichkeit dieser Aufgabe

T

——l

Fig. 81.

1) K fehlt in der Figur, 2) Im Text steht I ). 3) Im Text steht G L.

4) In der Figur des Manuskripts ist das Dreieck A LZ viel kleiner als das
Dreieck D EB gezeichnet, ferner sind die Buchstshen X und I, vertauscht, und
D I steht ganz schief auf A B,

Bibliotheca Mathematiea. 111, Folge, XI. 3
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unterliegt der Ledingung, daB KZ nicht griBer sei als AG!'), sonst
wird das Gesuchte nicht gefunden. Das ist, was zu beweisen war, Gott
weill es besser.

Anderes Verfahren hierfiir, von mir.

Wir ziehen [Fig. 32] 4G und beschreiben dariiber einen Kreishogen,
der einen Winkel fasse gleich dem Winkel §, halbieren den Bogen im

D Punkte D und ziehen D@, er-

richten D K senkrecht auf 4 @,

B machen K I, == 3T H und ziehen

wZ ~H o LM parslld DK und MO

parallel K L?*), machen Sehne

o 61 K 4 DB =DM und ziehen AB,

B@, so haben wir, was wir
wollten. Beweis: Wir ziehen
DE wenkrecht anf 4 B, so ist
klar, daB Dreieck DBE #hn-
lich Dreieck D G K, weil Winkel
DBE = Winkel DG K, da sie auf gleichem Bogen 4D stehen, und die
Winkel bei £ und K rechte sind; und weil MO parallel K@, ist anch
Dreieck DM O #hnlich Dreieck DBE, es ist aber DM = DB, also sind
die Dreiecke auch kongruent®), mithin ist MO =BUE, aber MO =K1,
alao BE = K == 1TH; es ist aber schon gezeigt worden, daB es (d. h. BE)

f 4

Fig. 33,

D . gleichder Hilftevon A B — BG
ist, also ist 2BE = AB — B@3,
B und demnach diese Differenz

gleich TH, q. e. d.

8. Yon zwei gegebenen
Punkten aus zwei Gerade
¢ ~___~ zu ziehen, die einen ge-

gebenen Winkel einschlie-
Ben, und derem Produkt
gleich einer gegebenen

X Fléche ist, von mir.

D Die beiden Geraden gollen
r von den Punkten 4 und
(Fig. 33] ausgehen und den
Winkel S einschlieBen und
Fig. 58. ihr Produkt soll gleich der

1) ITm Text steht 4AD; beaser wire tbrigens: 3K Z < AR, oder TH < AN,

2) Im Text stebt K M. 8) Dieser Batz fehlt im Manuskript.
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Fliche T' sein. Die Linie, die die Fliche 7' potenziert, sei K; wir ziehen
AG und beschreiben Uber ihr einen Kreisbogen, der einen Winkel fasse
gleich dem Winkel S, halbieren ihn im Punkte D, ziehen A D, beschreiben
dariiber einen Halbkreis AHD, tragen in demselben die Sehne 4/ — K
ab, und ziehen DH; hierauf machen wir DB = DH, ziehen 4B und
B@, so behaupten wir, daB 4B . BG ~ Fliiche 7' sei. Beweis: Ea ist,
nach dem, was wir frither bewiesen haben, AD*=BD'4+ 4B. B@, also
AD'— BD'=AB. B@, aber AD'— BD® — AH, da wir BD = DH

gemacht haben, also ist AH' < 4B . B@, aber AH = K" =T, also ist
AB - BG =T, q o. d

Anderes Verfahren dhnlich dem vorhergehenden
von ABU "ABDALLAH BEL.SHANNT.

Man ziehe [Fig. 34] A@ und beschreibe darilber einen Kreishogen,
der einen Winkel faBt gleich dem gegebenen Winkel S, und nehme die
Gernde K als die liche T potenzierend an, und ziehe die Sehne 4D
nach dem Mittelpunkt des Bogens 4 D@?%); es ist nun notwendig, daB K
kleiner sei als 4D, sonst ist die Auffindung des Gesuchten unmdglich.*)
Es sei nun also K kleiner als ADj; dann ziehe man die Sehne B D, die
die Differenz A D' — K* potenzieren soll, und ziehe 4 B, B®, so behaupte
ich, daB AB . B@ gleich der Fliche T sei. Beweis: Wir beschreiben
aus dem Mittelpunkt D mit dem Radius 4D den Kreisbogen A LHQ@,
verlingern 4 D und 4 B his
zum Umfang dieses Bogens
und ziehen D H, so ist klar, L
daB es gleich A D ist; wir
machen DZ = BD, so ist
klar, daB auch 4Z = BH
ist, und Winkel 4 Z D ist ein
stumpfer, also A D* = 472§
+ DZ*+ AZ - BZ, abher
DZ = BD, und AZ*+
AZ - BZ = AB - AZ =
AB-BH, also ist auch r e
AD* = BD*+ AB. BH; ——
wir haben aber 4 D! — K?

Fig. 8t

Y

1) Das Manoskript hat 4 D B.

2) Diese Determination ist bei der vorigen Auflésung von &L-Biniixi jedenfalls
durch das Abachreiben weggefallen.

3
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== BD? gesetzt, also ist AB- BH = K*=T. Hierauf ziehen wir noch
GH, GL, GD'), dann ist Winkel ADG = Winkel 4AB@, weil sie
iber demselben Bogen stehen, alo such Winkel LDG = Winkel H B@,
and weil die Winkel ALG und AHG auf gleichem Bogen stehen, sind
sie ebenfalls gleich, also ist Dreieck L DG bhnlich Dreieck H BG?), aber
Dreieck LD@ ist gleichschenklig, also auch Dreieck H B@, mithin BH
= B@, also ist auch AB . BQ gleich der Fliche T, q. e. d.*)

4. Von zwei gegebenen Punlkten aus z2wei Gerade zu ziehen,
die einen gegebenen Winkel einschlieBen, und deren Verhiltnis
gleich einem gegebenen Verhiltnis sei.

Wir ziehen [Fig. 85] die Geraden von den Punkten 4 und G saus,
sie sollen einen Winkel einschlieBen gleich dem Winkel S, und das Ver-
hiltnis der einen zur anderen sei gleich
dem Verhiltnis L: K. Wir nehmen an,
die beiden Schenkel 7’Z und ZH schlieBen
den Winkel S ein und 7'Z sei gleich K
und ZH = L; wir ziehen T'H; hierauf be-
schreiben wir tber AG einen Kreisbogen,
der einen Winkel gleich dem Winkel S faBt,
und machen Winkel @A B = Winkel ZHT
und ziehen B@, so behaupten wir, daB wir
gemacht haben, was verlangt wurde. Be-
weis: Da Winkel 7'ZH = Winkel ABG

. und Winkel "W Z — Winkel GAB, wo ist

Fig. 8. Dreieck 4 BG ihnlich Dreieck HZT und

es besteht die Proportion: AB: BG=HZ:TZ, aber HZ: TZ = L: K,
also ist anch AB: BG = L: K, q. e. d.

Dies ist die letzte (wahrscheinlich: Aufgabe dieser Arf); wenn sie
auch nicht mit den Eigenschaften der gebrochenen Linie geldst wurde, so
habe ich sie doch gebracht, weil durch die {ibrigen Aufgaben man natur-
gemiB auf sie gefihrt wird!) Es lag keineswegs in meiner Absicht, das
Thema vollsténdig zu erschdpfen, aber ich habe davon das gebracht, auf
dessen Losung ich kam, als ich die Eigenschaften der beiden Behaup-
tungen, die vorausgegangen sind, studierte, wie ich im folgenden noch

1) Im Texte steht @ 2Z; von diesen drei Linien ist nur # H gezogen in der
Figur des Manuskripts.

2) HB@ fehlt im Text.

8) Es ist wohl etwas zu viel gesagt, wenn nmvr-BiuUnt diese Lidsung der seinigen
#hnlich nennt; wir halten daher dafilr, dieser Zueatz im Titel sei nicht von ew-BinGst.

4) Dies ist sehr frei lbersetzt, ich wuBte aber der Btelle keinen anderen Sinn
zu geben.
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verschiedenes bringen werde, was mir und anderen hierliber in den Sinn
gekommen ist.

b. Konstruktion eines Dreiecks in einen gegebenen Kreis,
wenn die Summe seiner Seiten gleich einer gegebenen Geraden
ist, von mir.

Wie zeichnet man in einen gegebenen Kreis ein Dreieck, dessen
Seitensumme gleich einer gegebenen Geraden ist? ¥s sei diese Gerade
[Fig. 38] HT; es ist notwendig, daB HT nicht groBer sei als die Summe
der Seiten des gleichseitigen Dreiecks, das in den Kreis gezeichnet werden
kann. Man nehme auf HT einen Punkt K beliehig an!), und lege in
den Kreis eine Sehne A@ = H K, halbiere den Bogen A im Punkte D,

ziehe A D, beschreibe itber demselben einen Halbkreis 4 £ D, lege in den-
selben die Sehne AE ,

gleich der Hilfte von
KT, verlingere AF
bis B und ziehe B@,
so ist das Dreieck
AB@ dasjenige, dessen
Seitensumme gleich H T

X T

gleich HK, und AE,
das gleich der Hilfte
der gebrochenen Linie
AB@ ist, gleich KT,
also ist die gebrochene -

Linie ABQ@ = KT, mithin ist der Umfang des Dreiecks ABG = HT,
und das ist, was von uns verlangt wurde.

¥lg. 386,

t. Beweis des Verfahrens des Arcmimepes zur Auffindung
der Hohen der Dreiecke, deren Beiten gegeben sind, und der
durch die Héhen gebildeten SBeitenabschnitte, von mir.

Arcmiveoes sagt: Man subtrahiert das Quadrat eines der beiden
Schenkel vom Quadrat des anderen und dividiert den Rest durch die
Basis, addiert das Ergebnis zur Basis und nimmt die Halfte der Summe,
s0o hat man den griBeren Abschnitt (der Basis), subtrahiert man aber das
Ergebnis der Division von der Basis und nimmt die Hilfte der Differenz,
80 hat man den kleineren Abschnitt.) — Der Beweis, um den ich ge-
fragt (gebeten) warde, ist folgender: Das Dreieck 4D B (Fig. 37] sei
gegeben, seine Hihe sei DE; man beschreibe um dasselbe einen Kreis

1) Es fehlt die Determination, daB HK kleiner als die Hilfte vou JIT an-
genommen werden miirse. 2) Siehe Kommentar.
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und mache Bogen D@ == 4D und ziehe B@, zeichne liber AE das
Quadrat AZ und ilber BE!) das Quadrat 7'E, und mache E’]!I_—- E?,
riehe M O parallel £Z und TK L parallel 4B, und vervollstindige die
Fliche AF, so ist, weil BD" = DE*+ BE® und AD*= AE* + DE?,
D DE?* beiden gemeinsam; wenn wir also
BD? von A D? subtrahieren, so erhalten
Y wir AE® — BE?, es ist aber klar, daB
BY E M 4 diese Differenz gleich dem Gnomon QCN
1 ist; weil ferner 7K = K8 = SM, und
T Fe=KZ =AM, sind die Flichen T'Z,
Q\ K O, M L einander gleich, also ist Fliche
e TH = Gnomon QCN; aber TF = AM
\\J = BG@, weil AM und ME bzw. gleich
B@® und BE sind, also ist Fliche TH
I Z H == AB.B@; teilen wir sie durch die
Flg. 81. Basis (4 B), so erhalten wir B@, addieren
wir dieses zur Busis, so haben wir die gebrochene Linie 4 B@, ihre Hiilfte
it AE?), der groBere Abschnitt; subtrahieren wir BG von der Basis, so
bleibt BM, und seine Hiilfte ist BE, der kleinere Abschnitt, q. e d.
An Stelle der Differenz AD* — BD*® kann man auch das Produkt
aus der Summe und Differenz von 4D und BD setzen, weil dieses
gleich jener ist, also ist auch AE' — BE'=(AE + BE)(AE — BE)
= AB(AE — BE)= AB - AM=AB .- BGY)

b~

Zweiter Beweis von mir, leichter (kiirzer) als der erste.

Wir nehmen [Fig. 38] dasselbe Dreieck 4D B an und beschreiben
um es einen Kreis und machen Bogen D@ = AD, ziehen B, machen

p—" T~ EM = EB, so ist, weil AD'= BD?

2SS + AB- BG (wie friher schon bewiesen

’ wurde), AD' BD®= AB.BG; dies

B a4 teilen wir durch 4B, die Basis, so er
E M

halten wir BG, addieren wir dieses zur
Basis, so erhalten wir die gebrochene
Linie ABG, ihre Hiilfte ist AL, sub-
trahieren wir B(7 von der Basis AD, so

o / erhalten wir M B, seine Hiilfte ist D,
R q. e d. .
_ Tig.88.
1) Der Text hat M E. 2) Der Text hat 4 D.

8) Hier fehlt wahracheinlich noch: ,also ist auch AN*-BD'= AB. B?, was
wir achon frither auf anderem Wege bewiesen haben.'*
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7. Beweis zum Verfahren des AromiMepks zur Berechnung
der Dreiecke aus dem UberschuB ihrer Seiten (sic), von AT
‘ABDALLIH BL Suawnni

Arouiurprs sagt: Wenn wir die Fliche jedes Dreiecks aus seinen
Seiten kennen wollen, 80 nehmen wir den UberschuB der Hiilfte der
Seitensumme ilber jede der drei Seiten, bilden das Produkt dieser drei
Uberschitsse, und multiplizieren es noch mit
der halben Seitensumme, und ziehen die
Wourzel aus diesem Produkte, so haben wir
die Fliche des Dreiecks. — A»i ‘Ampariin
sagt: Der Beweis hierzu ist folgender:
Wir nehmen [Fig. 89] das Dreieck 4 BG
und beschreiben um dasselbe den Kreis ADB@G,
und es sei D der Mittelpunkt des Bogens
ABG, wir ziehen von demselben die Senk- Fi
rechte DE auf A DB, und ebenso die Senk- o
rechte DZ auf AG'), und ziehen AD, D@, DB; dann beschreiben wir
aus dem Punkte A mit dem Radius 4Z den Bogen ZHT, der die Linie
AE im Punkte H und die Linie AD im Punkte T schneidet; dann ist
AD'= AZ*+4 D 7*%), forner ist AT=AZ also DT*+2DT- AT=D2Z?
(= AD* — AT*%); weil wir AT=AZ gemacht haben, ist auch D2Z?
=DFE'+ EH* + 2 A H. EH®); nun ist Dreieck DER jedem der Dreiecke
DGZ und DAZ ihnlich, weil die Winkel AGD, ABD und GAD
unter sich gleich sind, da jeder von ihnen auf der Hilfte des Bogens
ADB¢: steht, also bhesteht die Proportion: DE: EB=DZ: AZ, aber
DZ:AZ=D2*:DZ - AZ=DZ-AZ: AZ? ebenso hat man auch:
DE*:DE-EB=DE - EB:EB% Wenn man Glieder siner Proportion
von den entsprechenden Gliedern einer anderen Proportion, deren Ver-
hiiltnisse mit denen der ersteren gleiche Werte haben, subtrahiert, so
bilden die Reste wieder eine Proportion. Subtrahiert man nun D E' von
D2Z* so erhilt man, wis wir oben gezeigt haben: FH® -+ 2 AH. EH
oder EH (AE + AZ), und subtrahiert man DE. EB von DZ-AZ,
oder 2. Dreieck B E von Dreieck A D@, so erhilt man Dreieck ABG,
wie wir bei den Eigenschaften der gobrochenen Linie gezeigt haben;

1) Der Text hat AD.

2) Im Manuskript steht A E*4+ DE?, was Jja nuch richtig ist, aber hier nicht
in Betracht kommt,

8) Hier fehlt eine nithere Begriindung dieser (ileichung, statt einer solchen ist
dieselbe wiederholt; die Begrindung wiire etwa folgende: Fs st A K*=AH?
+ EH*+2AH. EH, beiderseits DE?* addiert und beriicksichtigt, daB A E*4 DE?®
=AD'= A7+ DZ'= AH'4 D27, gibt: DZ'=DE} EH'+2AH - EH.
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subtrahiert man ferner EB® oder KZ® (nachdem man K Z ~ EB gemacht
hat) von AZ% so erhilt man GK:.AK"); es ist also Dreieck ABG
mittlere Proportionale zwischen EH (AE+ AZ) und GK .- AK*). Nun
ist EH der Uberachuf von AE + 4Z, d. h. des halben Umfangs des
Dreiecks A BG ttber die Seite A G, weil wir AH = AZ = GZ gemacht
haben, und weil DE die Summe der beiden Seiten AB und BG halbiert
im Punkte E; ferner ist AK der UberschuB von AE + AZ tber die
Beite A B, weil wir KZ = EB gemacht haben®); ferner ist G X gleich
dem UberschuB von AE + AZ tber die Seite BGY), also sind EH, AK
und GK die Uberschiisse des halben Umfangs des Dreiecks A B@ (iber
jede einzelne der drei Seiten; multiplizieren wir nun die Fliche AK . G K
mit der Fliche EH (AE + AZ), o haben wir den ersten UberschuB
mit dem zweiten, und das Produkt mit dem dritten UberschuB und das
neue Produkt mit AE + 4%, d, h. mit der helben Summe der Seiten
maltipliziert, und das Resultat ist gleich der Fliche des Dreiecks 4 B(*
multipliziert mit sich selbst, gq. e. d. ‘

Ist das Dreieck. gleichschenklig, wie z. B. das Dreieck 4AD@, so hat
man die Proportion: DZ*: DZ - AZ = DZ- AZ: AZ* Wir haben nun
aber bewiesen, daB DZ* = DT*%) + 2DT - AT = DT (A D + AZ); ferner
ist DZ . AZ = Fliche des Dreiecks 4 DG, und AZ?® = Fliiche 4Z - Z G,
bildet man also das Produkt AZ.ZG == AT - AZ®), so hat man das
Produkt des einen Uberschusses mit dem sndern, hierauf dieses Produkt
mit D7, d. h. mit dem dritten UberschuB, und dieses neue Produkt mit
(4D + AZ), d b. mit der halben Bumms der Seiten multipliziert, so hat
man das Quadrat dor Fliche DZ . AZ, d. h. des Dreieckes ADG, g.e. d.

8. Beweis des den Indiern zngeschriebenen Verfahrens fllr
die Berechnung eines einem Kreise einbeschriecbenen Trapezes’),
von AsT ‘ABparrLinE EL-SHANNL :

Wenn wir die Fliche des Trapezes haben wollen, das in einen Kreis
einbeschrieben ist, 8o nehmen wir die Uberschiisse des halben Umfangs

1) Ausfohrlicher: AK*+2AK . ZK=AK (AK+23ZK)=AK . GK.

2) Der Text hat GKF - K B.

8) Es ist ndmlich: LE+A4Z - AB=3AH+{+EH - AB=AH-BE=AZ
~KZ=AK.

4) Dieser Satz fehlt im Manuskript, dafir ist der vorhergehende Batz wieder-
holt; die Begriindung fir QK ist folgende: Es ist AE+ AZ-BG=BG+BE
4+ AZ-BG=BE+AZ=~2K+GZ=GE.

6) Daa Manuskript hat D K*. 6) Das Manuekript hat 4T - KZ.

7) Es sollte heiBen ,/Trapezoid* (arab. el-shadih bi ’I-munharif = das dem Trapez
hnliche); vielleicht ist el-shabih weggefallen, oder xr.-Biniini bezeichnet nach Evxrinxs
alle Nioht-Parallelogramme mit dem Namen ,Trapeze; vgl -ilbrigens Cainros,
Vorlesungen 1%, 8. 608 —0612.
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desselben iiber jede einzelne Seite, bilden das Produkt dieser vier Uber-
schiisse und ziehen die Wurzel aus demselben, so ist diese der Inhalt
jenes Trapezes. Zum Beweise zeichnen wir [Fig. 40] das Viereck!)
ABG@D in den Kreis ABG D und halbieren jeden der Bogen BAD, BG D
in den Punkten E und Z, ziehen BE, ED, DZ, BZ, EA, EZ, und die
Senkrechten £ H und ZT auf 4 B bzw. B@, der Durchschnitt von BD und
EZ heie K. Nun sind die Dreiecke EH A und EKD ihnlich, und

ED linger als EA, folglich ist auch KD linger als 4 H; ferner ist
BT = —E—G—';'—DE—, wie wir frither bewiesen haben, also ist BT linger als

KD?"), also noch um so mehr langer als 4 H; auf gleiche Weise zeigt
man, daB BH linger als (7' ist. Nun schneide man von BH die Linie
HL == GT ab, und von BT die Linie T'M*) = A H; weil nun der Uber-
echuB der Fliche EBZ D itber die Fldche
ABGD=EH-AH+ ZT-GT*), und Drei-
eck EH A #hnlich Dreieck B BZ ist, so be-
steht die Proportion: EH: A H — E B: BZ?%);
ebenso ist Dreieck 7'Z(¥ #hnlich Drei-
eck K BZ, also besteht die Proportion:
GT%:ZT*% = EB: BZ; man hat ferner:
EB:BZ = EB':EB-BZ=—EB- BZ: BZ'");
nun ist EB*=EB.-ED, und BZ'=—
BZ.DZ, und EB- BZ = Fliche EBZD,
also ist diese Fliiche geometrisches Mittel
zwischen EB.ED und BZ.DZ; aber
Addition entsprechender Glieder von Pro-
portionen mit gleichen Verhiltniseen gibt wieder eine richtige Pro-
portion, also hat man: EH' + GT*: EH - AH + ZT-GT - EH - AH
+ ZT-GT:AH*+ ZT1%%) Das gleiche gilt auch fiir die Subtraktion
entsprechender Glieder solcher Proportionen; wenn wir also EH? + QT
d. h. EH* + HL* von EB® subtrahieren’), so bleibt BL (4T 4 AD),

Fig. 40,

1) Hier braucht der Verfasser das allgemeine Wort ,Viereck' statt , Trapez".

2) Weil KD die Hitlfte von BD ist, denn EZ ist ein Durchmesser und steht

senkrecht auf B D. 8) Der Punkt B3 fehlt in der Figur des Textes.

4) Nach dem 8. Beweis von xrL-Suawsl zur ersten Behauptung, s. oben B. 20

und 21; dbrigeus gehdrt dieses nocht nicht hierher.

6) Der Text hat M D. 8) Der Text hat K sn Stelle von 7.

7) Der Text hat BE*.

8) Ergibt sich durch Addition der entsprechenden Glieder der beiden Proportionen:
EH: FH - AH=FEH-AH: AH" und
GT*:GT-ZT=GT-ZT:ZT"

9) Ee wird nun als Subtrahend die eben genannte Proportion und als Minuend

die Proportion EB'": EB.-BZ=EB.-BZ: BZ" angenommen.
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weil, wenn wir EH?® von EB? abziehen, HB*® bleibt, und wenn wir
HL® von HB? abziehen, BL'+ 2BL-HL bleibt, das aber = BL
(BH + HL) ist, aber BH = AH + AD, also ist der Rest == BL (AL

+ A D); wenn wir ferner die Summe der Flichen FH . AH und-ZT - GT -

von EB-BZ, d. h. der Fliche EBZD subtrahieren, so ist der Rest
die Fliche A BGD, und wenn wir die beiden Quadrate A H" und ZT3,
d. h. die beiden Quadrate 77M?* und Z7T* von BZ?® subtrahieren, so ist der
Rest die Fliche BM (GM + GD), nach dem was wir soebem bewiesen
haben.!) Also besteht die Proportion:

BL(AL -+ AD): ABGD =~ ABGD : BM (GM 4 GD)Y),
also ist die Fliche 4 BG D mittlere Proportionale zwischen BL (4 L+ 4 D)

G+GD
und BM (GM + GD). Und weil BH =22142 ypq pp - 2G1E

AB+AD+BG+GD
nach dem was vorausgegangen ist, so ist BH®) 4+ BT = + + +

d. h. gleich der halben Bumme der vier Beiten des erecks ABQD;
ferner ist die Differenz (BH + BT)~— AB = BM, weil wir T.M"—AH
gemacht haben; weiter ist (BH + BT) — BG = BL, weil wir HL = GT
gemacht haben. Es ist aber AH + AD + GD + GT auch gleich der
halben Summe der Seiten des Vierecks 4 BG D, nach dem was wir frither
bewiesen haben, also ist ihr UberschuB tber 4 D = G M + G D*); ebenso
ist ihr UberschuB {lher GD = AL + AD*%. Also sind die Linien BL,
AL+ AD, GM + GD, BM die Uberschtisse der halben Seitensumme
des Vierecks ABGD ither jede einzelne seiner Seiten; es wurde aber
eben gezeigt, daB die Fliche ABGD das geometrische Mittel zwischen
BL (AL + AD) und BM (GM + GD) sei, also ist das Produkt Bl
(AL + 4AD)- BM (@M + G D) gleich dem Quadrat der Fliche des Vierecks
A BGD, mithin ist die Wurzel aus jenem Produkte das Gesuchte, q. e. d.

9. Die Aufgabe von den beiden Palmen, dem Flusse und
den beiden Vigeln, die in den Bitchern der Algebra verbreitet
ist, von mir.

Wir nehmen BZ und AH der Lénge nach gegeben au, sie befinden
sich an den beiden Ufern des Flusses, dessen Breite 4 B sel; es erscheint
an der Oberfliche es Wassers ein Fisch, da stirzen sich auf denselben
von den (lipfeln der Palmen zwei Vigel und treffen zu derselben Zeit bei
ihm zusammen, wie findet man hieraus die Entfernung des Fisches von

1) Es ist ntimlich: BZ'— (TM*+ ZT=BT'-TM'=BM+ I'M)*—-TI'M?*
=BM*'}2BM - TM=BM(BT+TM)=BM(GT+GD+TM)=BM(GM+GD)

2) Diese Proportion habe ich der besseren Ubersicht halber hinzugefiigt, sie
steht niobt im Manuskript. 8) Der Text bat 4 D.

4) Es ist nimlioh: AH+ GD+GT=TM+GD4+ GT=GM+GD.

6) Es ist nmlich: AH+AD+GT=AH+AD+ HL=AL+ AD.
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den Ufern des Flusses und die Liénge des Fluges der beiden Vigel in
der Luft? Die Antwort lautet: Wir multiplizieren jede einzelne Palmen-
linge mit sich selbst und teilen den Unterschied dieser Quadrate durch
die Breite des Flusses, und addieren das Resultat zum Divisor und nehmen
die Hilfte der Summe, so ist dies die Entfernung des Fisches vom IFuB-
punkt der kiirzeren Palme; subtrahieren wir aber jenen Quotienten von der
Breite des Flusses, so erhalten wir die Entfernung desselben von der
héheren Palme; wenn wir die Lénge einer Palme mit sich selbst multi-
plizieren, ebenso die Entfernung ihres FuBpunktes von der Stelle des
Fisches mit sich selbst, und die Wurzel aus der Summe dieser Quadrate
ziehen, so haben wir die Liinge des Fluges jedes Vogels. Bewetis: [is
geien [Fig. 41] AH und BZ die Lingen der beiden Palmen, A die
kilrzere, und es sei E die Stelle des Fisches auf dem Wasser, wir
ziehen EH und EZ, so milssen diese gleich sein, weil die beiden Vigel
sie in gleicher Zeit durchfliegen, z
deshall ist auch die Summe der /‘
Quadrate von BZ und BE gleich
der Summe der Quadrate von A £ H;
und 4H, also ist such BZ?
~ AH%=~ AE*~ BE*") Hierauf
zeichnen wir das Dreieck A DB,

inlem wir AD=RBZ und BD £
. AN~ B
= A H machen, und ziechen NE, \
8o behaupte ich, daB es senkrecht %
auf 4 Bstehe. Beweis hierzu: Wir Flg. 41.

zeigen, daB es nicht anders sein kann. Angenommen, es stehe nicht senk-
recht auf 4B, so ziehen wir die Senkrechte D7 auf 4B, dann ist
AD - BD*= AT?— BT? aber wie wir oben gezeigt haben, ist 4 D?
— BD'= BZ*'— AH'= AE* - BE?, daher wire AT®— BT'*— 4E?
— BE"?), also wiire sowohl DT als DE senkrecht auf 4 B, mithin hitte
das Dreieck DT E zwei rechte Winkel neben dem Winkel EDT, dies ist
ein. Widerspruch, also ist DE senkrecht auf A B, nicht D7. Hierauf
beschreiben wir um das Dreieck 4 DB einen Kreis und machen Bogen
DB@ = Bogen AD, dann ist A BG eine gebrochene Linie im Kreise,
und die Senkrechte D auf A B halbiert sie im Punkte ¥, und es ist
AD*— BD*= AB-B@; teilen wir also AD?— BD* oder BZ* - AH?
durch 4B, g0 erhalten wir B@, nddieren wir dieses zu 4 B, so haben
wir dle gehrovhene Linie A BG und ihre Hiilfte ist A £, und dies ist die

l) H]er folgt eine Begriindnng von diesem, die ich nicht verstanden habe, ich
sehe auch nicht ein, wieso eine solchie nitig sei.

2) Der letztere Satz fehlt im Manuskript.
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Entfernung des Ortes des Fisches von dem FuBpunkt der Palme A H, und
wenn wir AE von AB eubtrahieren, so bleibt BE, die Entfernung des
Fisches yom FuBpunkt der Palme BZ, q.e. d.!)

10. Die Aufgabe mit dem Holzetab, von mir, sie kommt
ebenfalls in den Bitchern der Algebra vor.

Die Frage ist folgende: Es ist ein Holzstab von bekannter Linge
gegeben, befestigt im Boden und senkrecht auf demselben ste}lend; or
wird gebrochen und neigt sich so, daB die Spitze den Boden erreicht, und
man kennt die Entfernung der Spitze auf dem Boden vom FuBpunkt des
Holzstabes, wie erhiilt man die Stelle des Bruches (d. h. ihre Hihe tiber

X dem Boden). lch sage: Man multipliziere die Hilfte
der Entfernung der Spitze auf dem Boden von dem
FuBpunkt des Holzatabes mit sich selbst und teile
das Produkt durch die Hilfte der Li#nge des Holz-
stabes, subtrahiere das Ergebnis von der Hilfte der
Liénge des Holzstabes, so hat man die Liinge des
Stlickes, dae noch aufrecht steht; addiert man es
aber zur Hilfte der Lénge des Holzstabes, so Lat
man die Linge des abgebrochenen und geneigten
Stiickes. Es sei [Fig. 42] der Holzstab K %), senk-
recht auf dem Boden A4 G, er sei gebrochen im Punkte B,
aber nicht ein Teil vom andern getrennt, so daB
die Spitze im Punkfe A4 den Boden erreicht, so
gollen wir die GriiBe von B(@ bestimmen. Wir be-
schreiben um das rechtwinklige Dreieck (4 B@®) einen Kreis, und halbieren
den Bogen 4 BG im Punkte D, ziehen DE senkrecht auf 4B und DT
genkrecht auf 4G@. Da nun DT vom Mittelpunkt des Bogens (4 B@)
susgeht und senkrecht auf seiner Sehne steht, so halbiert sie die Sehne
und ist ein Teil des Durchmessers®), deshalb ist der Punkt H, in dem
gich zwei Durchmesser schneiden, der Mittelpunkt des Kreises, und Drei-
eck DEH ist dhnlich Dreieck AH T, und DH = A H, also sind sie auch
kongruent*), mithin ist auch DE = AT, ferner hat man die Proportion:
AE:DE = DE: EB, aber AE ist die Hilfte der Linge des Holzstabes®),
und DE = AT, also ist EB, das Gesuchte, bekannt®); addieren wir es

Fig. 43,

1) Biebe Kommentar. 2) Der Text hat KD,
8) Fine Interlinearnote in anderer Schrift verweist auf Buzrives IIT, 1.

AB+BQ
4) Dieser Satz fehlt im Text. 5) Denn AE=——+ .

2
2 .
68) E’B—_a_?ﬂ%—;—;é, wie es im Anfang der Aufgabe ausgedriickt

ist in Worten.
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zu AE, so erhalten wir 4B, das was vom Holzstab gebrochen ist; sub-
trahieren wir es von A K, d. h. von EB + B@, so erhalten wir B@, das
noch auf dem Boden senkrecht stehende Stitek, ¢. e. d.1)

1L Die Auflésung (Auffindung) der Gleichung und ihre
Zorteilung (oder Verteilung?) fir die Hilfte des exzentrischen

Kreises, von mir aus meinem Buche, das iiber diesen Gegen-
stand handelt.

Es sei [Fig. 43] der Kreis 7'Z der exzentrische Kreis um den Mittel-
punkt D, und es sei B der Mittelpunkt des zur Ekliptik konzentrischen
Kreises (des Pareklipticus), und der Durchmesser, der durch beide Mittel-
punkte geht, sei T"DBZ; ferner sei T das Apogeum des exzentrischen
Kreises, und Z gein Perigeum. Wir nehmen die Sonne im Punkte 4 an,

g0 ist AT der Teil®) (das Argument); R S
wir ziehen AH senkrecht auf den Kal
Durchmesser, so ist es der Sinus A _*‘h\ g
des Arguments, und /I D der Sinus /'/ / \\

seiner [firgiinzung (sein Cosinus), N '\55\\

wir zishen noch 4D und 4B \AY
Nun ist bekannt, daB Winkel TD 4 "'E.‘(\

die mittlere Anomalie miBt, und S '//”
daB Winkel 7B A die wahre (eigentl. . //
korrigierte) Anomalie miBt. Wail \‘*»4 <

nun Winkel TDA der AuBenwinkel /"é\“:"/
des Dreiecks ADB ist, ist er gleich e 4

Winkel DBA 4 Winkel DAB, also ist Winkel DAR der Unterschied
zwischen Winkel 7D A und Winkel DB A4; aber der Unterschied zwischen
der mittlern und der wahren Anomalie ist die (ileichung, also milt Winkel
DAB die Gleichung der Anomalie TBA nnd wir wollen ilin bestimmen.
Wir fillen DE senkrecht auf 4 B und beschreiben um das Dreieck 4 DB
einen Kreis und ziehen B(@, und beschrinken uns auf diesen IF
den verschiedenen Fillen der Qleichung*), denn die iibrigen werden auf
analoge Weise hehandelt?). Wir sagen: Fs ist bewiesen, dall 4 BY— 4 D?
+ DB’+2DB~DH, weil Winkel 4 DB ein stampfer ist; wenn wir
also den doppelten Cosinus des Argumentes, also 2 DH, mit DB?Y), das

all von

1) Siehe Kommentar. 2) Siehe Kommeutar.
8) Der Teil der Sonnenbahn vom Apogeum an. auch
genannt.

4) d. h. auf dicsen Wert der Gleichung in den verschiedenen Stellungen der Sonne.
6) Wortlich: ,,werden an ihm {oder durch ihn) gemossen
6) Der Text hat fehlerhaft w»mit dem doppelten I B

die Anomalie (mittlere)
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gleich dem Sinue der groBten Gleichung ist'), multiplizieren, und das
Produkt zu der Summe von A D? dem Quadrat des Sinus totus (Radius)
und DB?* dem Quadrat des Sinus der griBten Gleichung, eddieren, so
erbalten wir 4 B, und ziehen wir die Wurzel hieraus, so haben wir A B.
Und weil nun die Linie A B@ eine gebrochene ist.im Bogen A B@, und
von der Senkrechten D E halbiert wird, ist AD'= DB*+ AB- B@; sub-
trahieren wir also DB? das Quadrat des Sinus der groBten Gleichung
von AD? dem Quadrat des Sinus totus, so bleibt AB-BG@, und teilen
wir dieses durch 4 B, so erhalten wir B@, addieren wir dieses zu AB

und nehmen die Hilfte der Summe, so haben wir 4 E, subtrahieren wir

aber BG von 4B, so erhalten wir 2 BE; teilen wir dieses durch zwei
und subtrahieren sein Quadrat (das Quadrat der Hilfte) von DB? so
bleibt DE?, und D E ist die Sehne des Winkels der Gleichung im Kreize mit
dem Durchmesser 4 D; wenn wir aber DK parallel A B ziehen und 4M
senkrecht DK, so ist Fliche 4 E DM ein Rechteck, und 4 MM, das gleich
sin ADK ist, ist gleich D E, aber Winkel A DK = Winkel DAB als
Wechselwinkel, also ist D E auch der Sinus der Gleichung im exzentrischen
Kreis fur das Argument 47, und 4 E ihr Cosinus, q.e. d.*)

12. Berechnung®) des verfinsterten Segmentes des einen der
beiden leuchtenden Korper (Sonne und Mond) von mir, aus
meinem Buche ,liber die niitzlichen Fragen und die richtigen
Antworten zu den Begrindungen der Tafeln des Kawirizmi‘

Es sei [Fig. 44] der Kreis DTZL der verfinsternde (Kirper) um
den Mittelpunkt A, und der Kreis DK ZH~ der verfinsterte um den
Mittelpunkt B; aus den Tafeln kennt man die Durchmesser der beiden

Kreigse in dem MaBe
der grifiten Kreise,
2 d. h. in demjenigen,
in welchem dergriBte
Kreis auf der Kugel
T 7] X E [T #
[t}

360 Teile hat'), und
wir wollen nun die
Pliiche des Stiickes
(Doppelsegmentes)
DKZL kennen,
T Fig. 4, welches vom Kreise

1) Dies ergibt sich aua dem punktierten Dreieck DN B, das in der Figur des
Textes nicht gezeichnet ist.

2) Biehe Kommentar. 8) Wortlich ,Kenntnis*,

4) d. h. einfach: Man kennt die Dorchmesser der beiden Kreise in Graden,
Minuten usw.
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DKZH durch den Kreis DTZL verfinstert wird, in dem MaBe, in
welchem der ganze Kreis DKZH') 12 (Teile) zithlt. Wir ziehen DZ,
BD, BZ, AD, AZ und die Linie T4 BH, die durch heide Mittelpunkte
geht; diese (Linien) alle sind Bogen, wir kinnen sie aber als perade
Linien annehmen wegen der Kleinheit ihres MafBles im Verhiiltnis zum
Umfang des Kreises, von dem T'A BH ein Bogen ist. Wir beschreiben
nun um das Dreieck 4D B einen Kreis und machen in demselben Bogen
DBQ@ — Bogen AD und ziehen BQ@; weil nun 4 B@ eine gebrochene
Linie im Bogen ADB@ ist, so ist, wenn wir von der Mitte D des
Bogens die Senkrechte D E auf sie fiillen: A D*— BD*= A B. BG, teilen
wir dieses durch 4B, das gleich der Breite des Mondes bei der Mond-
finsternis, und gleich dem Muhkam?®) bei der Sonnenfinsternis ist, so er-
halten wir B(@, addieren wir dieses zu 4B und teilen die Summe durch
zwei, 80 hahen wir A E, also sind nun 4 £ und E B bekannt?); wir wissen
ferner, daB EL*)- ET = DE?; aber DE ergibt sich in dem MaBe, in dem
die Durchmesser der beiden Kreise gegeben sind, wir haben aber keine
Sinus nach diesem MnBe berechnet, so daB wir aus DE (direkt) den
Bogen DL finden kiinnten, deshalb mitssen wir dieses D E umwandeln in
das MaB, in dem BD®) der Sinus totus ist; wir multiplizieren es also
mit dem Sinus totus (also mit 607) und teilen das Produkt durch A L®),
so ergibt sich DE in dem verlangten MaBe; wir suchen zu ihm den
Bogen in den Sinustafeln, so haben wir den Bogen DL in dem Malle, in
welchem der Umfang des verfinsternden Kreises (D1'Z L) 360 Teile hat;
da wir nun das Verhiltnis des Bogens DL zum Umfang des verfinstern-
den Kreises kennen, so mitssen wir auch seine (3riBe kennen in dem ersten
MaBe, in dem wir zuerst ‘den Durchmesser des verfinsternden Kreises an-
gegeben haben; weil nun aber das Verhiiltnia des Durchmessers zum Um-
fang gleich ist dem Verhiltnis 1: 3}, so multiplizieren wir 7'L mit 3%,
und erhalten so den Umfang des Kreises 7'Z £,D, und das Verhiiltnis von
DL in diesem MaBe (dem gesuchten) zum Umfang des Kreises 7'ZLD
in diesem MaBe ist gleich dem Verhiiltnis von DL in dem MaBe, in dem
der Umfang des ganzen Kreises = 860 ist, zum ganzen Umfang (also zu
360). Und wenn wir nun das Gesuchte, d. h. DL, gefunden haben, so
multiplizieren wir es mit 4 L, so haben wir die Fliche des Sektors ADLZ,

1) d. b, sein Durchmesser.

2) Dieser Ausdruck bedeutet wdrtlich: festgesetzt, genau bestimmt; wir kfnnen
ihn darch keinen technischen Ausdruck wiedergeben, es ist natilrlich die Entfernung
der Mittelpunkte von Sonne und Mond.

8) Hier diirfte bemerké sein, daB dann anch EJ, und E'T bekannt sind.

4) Im Manuskript steht 4 E. 6) Soll woh! heifen A4 D.

6) Im Manuskript ist dieses Verfahren verkehrt angegehen: QEEOAL-
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und wenn wir A E mit DE multiplizieren, #o erhalten wir die Fliche des
Dreiecks ADZ, und der Unterschied dieser beiden Flichen ist die Fliche
des Segmentes DLZH. Hierauf wenden wir das gleiche Verfahren an
suf den Bogen DK wund den Bektor DKZB und das Dreieck DBZ,
wodurch wir die Fliche des SBegmentes DKZE erhalten, die Summe
beider Segmente ist die Fliche des verfinsterten Sttickes, mur ist sie in

dem MaBe gefunden, in dem H K, der Durchmesser des verfinsterten

Kreises gegeben war, d. h. die¢ erste Zabl, die wir aus den Tafeln erhalten
haben; es ist also nétig, daB wir sie umwandeln in das MaB, in welchem
der ganze verfinsterte Kreis (d. h. sein Durchmesser) ==~ 12 ist. Weil nun
das Verhiiltnis eines Teiles des einen Kreises zu dem ihmn #hnlichen Teil
des andern Kreises gleich ist dem Verhillinis der ganzen Kreise zuein-
ander, und zwei Kreise sich wie die Quadrate ihrer Durchmesser verhalten,
go ist das Verhilltnis des verfinsterten Stiickes in dem MaBe, in dem wir
es erhalten haben, za seiner Fliche in dem MaBe, in dem der Durchmesser
des verfinsterten Kreises = 12 ist'), gleich dem Verhiilinis des Quadrates
des Durchmessers des verfinsterten Kreises, wie wir ihn aus den Tafeln
erhalten haben, zu 144; hieraus wird die Fliche des verfinsterten Sttickes
gefunden in dem MaBe, in dem wir sie verlangt haben, q. e.d. Qott weiB
besser das Richtigel?)

13. Beweis zum Verfahren des Mu. 8. EL-SaBBAn?) bei der
Beobachtung der Sonne, :

Es sei [Fig.45] der Kreis 4 BG der Kreis der Morgenweite*), in ihm
seien parallele Sehnen LD, KT, AB gezogen, die bekannt sind, denn
sie gind die doppelten Sinus der Morgen-
weiten der Sonne am Ende gleicher Bogen-
lingen gezogen, gesucht ist der Durch-
messer des Kreises. Man ziehe AD, so
ist dieses gleich der Sehne K7, weil
Bogen L) mit den beiden gleichen LK
und DT zusanmmen gleich ist Bogen LD
mit den beiden gleichen LA und K4
zusammen; wir machen noch Bogen DG
= AD und ziehen BG?®), 8o ist es
Fig. 45. gleich LI); weil nun AD!' gleich ist

1) Im Text fehlt das Wort ,Durchmesser* wieder.

2) Siehe Kowmentar.

8) Vgl H. Surer, L c. p. 19, nr. 40,

4) Sa'at el-mashrik = Amplitudo ortiva; dieser Kreis ist doch wohl der Horizont.
8) Im Text steht nur G,
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DB+ AB-BG@, so ist Sehne DB bekannt; wir ziehen DE senkrecht
auf AB, so ist DE bekannt, denn DB ist bekannt und EB = A2-LD1)

wir ziehen den Durchmesser DH und AH; nun ist Dreieck DBE iihn-
lich Dreieck DAH, also besteht die Proportion DB: DE~ DH: AD,
also ist der Durchmesser D H auch bekannt, er ist der doppelte Sinus?)
der ganzen Morgenweite gemiB seiner Stellung (Lage), q. e. d.

14. Aufgabe, die notwendig ist fiir die Kenntnis der Ent-
fernungen, von mir aus meinem Buche ,llber die Hinweisung
der himmlischen Erscheinungen auf die irdischen?)

Die Dreiecke ZADB und ZDB [Fig. 46| sind rechtwinklig in bezug
auf die beiden Winkel 4 und D, und sie stehen beide iiber derselben
Basis BZ'), man ziehe TH senk-
recht anf B2, T sei der Schnittpunkt
der Sehnen DZ und ADB. Wie kann
man TH bestimmen, aus den be-
kannten Seiten der beiden Dreiecke?
Wir ziehen 4D, so ist es bekannt
sus dem Kreisviereck A DBZ, weil
BZ die Basis der beiden recht- /
winkligen Dreiecke und also der
Durchmesser des Kreises ist, denn es
ist: AB-DZ=AZ-DB+AD-BZ. e
Hierauf beschreiben wir um das Dreieck A DB einen Kreis®) nnd machen
Bogen DBG = Bogen AD und ziehen DI senkrecht auf AB; nun ist
die Linie 4 BG eine gebrochene im Bogen AIIG und die Hihe DE teilt
sie in zwei Hiilften, deshall ist AD*= 4B - BG 4+ BD?; 4D, AD und
BD sind bekannt, also auch B(, mithin auch AE und BE®), und weil
Winkel BDT ein rechter und DE senkrecht suf BT, ist BE.ET
= DE?; teilen wir also DE?® durch BE, so haben wir FT, also kennen
wir auch BT; nun ist BT:TH=BZ: AZ (weil Dreieck A2 #hnlich
Dreieck BT H ist), hieraus findet man TH, q. e. d.

1) Im Text LeiBt es: Hitlfte A B, I D, d.i. nach arab. Ausdruckaweise A——B--g 1124
2) Jm Text steht nur ,Sinua.

8) Dieses Buch findet sich im Verzeichnis seiner Schriften, das er selbst ver-

faBt hat (Chronologie orientalischer Vilker, herausgegeben von E. Sacmau, Leipzig,
1878, p. XXXXIII).

4) Was dieses B 7 bedeute, wird nicht gosagt.

6) Es hittte natiirlich vorher gesagt werden sollen, daB man dber B Z als Durch-
messer einen Kreis beschreiben miisse.

6) Hier fehlt: alao auch D E (bekannt).
Bibllotheca Mathomatica JII. Folge. XI. 4
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16. Kenntnis des Bogens der Rilckkehr der Plansten, aus
meinem Buche ,liber die Entkriftigung der Verliumdung durch
Beibringung von Beweisen »n den Operationen sr-Kuwarizuis)

Es sei [Fig. 47] der Kreis SOD der Epizykel des Planeten um den
Mittelpunkt B, und 4 sei der Mittelpunkt des Weltalls, und das Ver-
hiltnis der Hiltte von OD, also DT, zu 4D sei gleich dem Verhiltnis
der Bewegung in der Lénge zur Bewegung der Anomalie (vom Apogeum
des Epizykels aus)'), dann ist der Punkt D der Ort des Stillstandes (des
Planeten)®) und KD die Hillfte des Bogens der Riickkehr. Nachdem nun
Provemivs') sowohl AD als DT gefunden hatte in Teilen, von denen A B
60 zihlt, beschritt er fur die Kenntnis des Winkels DBK?®) den Weg, den er
bei allen (éhnlichen) Operationen des Almagestes eingeschlagen hatte. Wir
(dagegen) zeich-
nen nun um das

Dreieck ADDB
einen Kreis und
¥ F “ schneiden von ihm

den Bogen DG

= AD ab, und

ziechen BG®) und

DI senkrecht auf

AB. Weil nun

ABG eine ge-

brochene Linie im

Bogen ADG ist,

¢ so ist AD*= BD?

{- AB-BG; AD ist nun bekannt, BD ebenfalls als Radius des Epi-

zykels, A B ist gleich 60?, also kann BG gefunden werden, indem wir

BD* von AD? abziehen und den Rest durch A B teilen; wenn wir nun

B@ zu AB addieren und die Summe durch zwei teilen, haben wir AE,

also ist auch EB bekannt, also auch DE in Teilen von ADB. Man

hat nun die Proportion: DE in Teilen von AB:BD in Teilen von

AB=DE "in solchen Teilen, in denen BD der Sinus totus ist : BD

dem Sinus totus; haben wir nun DFE so verwandelt und suchen dazu
den Bogen, so ist dies der Bogen DK, der gesuchte, q. e. d.

0

¥ig. 47.

1) Fao ist dies das zweite der im Verzeichnis seiner Schriften angefiihrten Werke
(s. oben 8. 49, Note 8). o

2) d. h. mit andern Worten: gleich dem Verbiltnis der Geschwindigkeit des
Epizykels zu derjenigen des Planeten. 8) d. h. des Rilckkehrpunktes.

4) Siehe Kommentar. 5) Der Text hat DB T. ‘ '

8) In der Figur des Textes filllt @ in den Kreis SO K, wns natirlich nicht
richtig ist.
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Zut Auffindung des gesuchten ist ein leichterer Weg miglich, aber
der Grund, daB wir diesen nicht gewiihlt haben, ist der, daB wir uns
dann von den beiden erwihnten Eigenschaften (der gebrochenen Linie)

und von der Hervorhebung ihrer wannigfaltigen Anwendungsfihigkeit
getrennt hiitten.?)

Anwendung der Eigenschaften der gebrochenen Linie auf die
Auffindang der Sehnen in einem Kreise von bekanntem Durchmesser.

Nachdem nun im vorhergehenden das heliandelt worden ist, was im
Anfang der Abhandlung versprochen wurde, 80 gehe ich nun an die Voll-
endung des Begonnenen und sage:

16. Auffindung (wirtlich: Kenntnis) der Sehne der [r-
génzung jedes Bogens zum Halbkreis, wenn die Sehne dieses
Bogens gegeben ist, von mir.

Wenn die Sehine eines Bogens bekannt ist, 8o ist auch die Sehne
seiner Firginzung zum Halbkreis bekannt. Z. B. s sei {Irig. 48] die
Sehne BG bekannt, der Durchmesser des G
Kreises sei 4B und auch bekannt, so sage
ich, daB auch A bekannt ist. Zum Beweise

Punkte D und ziehen D F senkrecht auf 4 B,
und H 7 genkrecht auf A @; nach dem was wir
in der Aufgabe itber den Ifolzstab bewiesen
haben, halbiert die Senkrephte ) # T die Sehne
A G, da sie vom Mittelpunkt 1) des Bogens aus-
geht, und H der Mittelpunkt des Kreises ist; i e

ferner sind nun die iihnlichen Dreiecke H D E B

und T’AH auch kongruent, also ist DE = AT, und weil DFE senkrecht
auf AB, besteht die Proportion: AE, d. h AB+B¢ pp o Lo

2
d. h AB;—BE’), also ist DE oder AT, das gleich der Hilfte der ge-

guchten Sehne ist, hekannt, q e. d.

Die Bereclinung auf diesem Wege ist, trotzdem sie linger ist,
leichter, als wenn man das Quadrat der Sehne BG vom Quadrat von A B
abzieht, und aus der Differenz die Wurzel zieht, denn hier addieren wir
den Durchmesser und die gegebene Sehne und multiplizieren die Hiilfte
dieser Summe mit dem Unterschied zwischen dem Durchmesser und dieser

1) Wir glauben mit diesen Worten den richtigen Sinn des etwas cigentiimlich
ahbgefaBten Zueatzes wicdergegeben zu halen.

2) Im Text heift en: 4B — 11_1_?_;;_1)9' ich hnbe den kiirzeren Ausdruck gesetat

4
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Hilfte, und ziehen die Wurzel aus dem Produkte und verdoppeln sie, so
haben wir die Sehne des Erginzungsbogens des gegebenen.!)

17. Kenntnis der Behne des doppelten Bogens aus der des
einfachen, von mir.

Wenn die Sehne eines Bogens in einem Kreise von bekanntem Durch-
messer gegeben ist, so ist auch die Sehne des doppelten Bogens bekannt.
Z. B. Sehne A B [Fig. 49] sei gegeben, und Bogen BG sei gleich 4B,

B 8o ist AG die gesuchte (Sehne). Wir
" ziechen die Radien BZE und AFE; weil
nun AE'= AB%4 BE'— 2.BE-BZ,
und weil AE = BE, 80 ist ARB?

f 4 A —2BE.BZ, slso ist BZ bekannt, dies
' ist aber der Rest von BE und ZE, ZE
L - E aber ist die Halfte der Sehne des Supple-

X~ mentes von A4G?) Berechnung: Man

multipliziere die bekannte Sehne mit sich
) Fig. 45, selbst, und teile die Hiilfte des Resultates

durch den Radius des Kreises, subtrahiere
das Ergebnis vom Radius, verdoppele den Rest und multipliziere dies mit
sich selbst, subtrahiere das Produkt vom Quadrat des Durchmessers und
ziehe die Wurzel aus dem Reste, so hat man die Sehne des doppelten
Bogens der gegebenen Sehne.?)

Anderer Weg hierfiir von mir.

Man ziehe die Héhe E H auf A B, dann ist Winkel BAZ = Winkel BEH,
und die Winkel bei # und Z sind rechte, also sind die Dreiecke ABZ
und BEH ihnlich, mithin besteht die Proportion: AB: AZ~ BE: EH,
also ist A7 bekannt, mithin auch AG. Berechnung: Wir maltiplizieren
die gegebene Sehne mit sich selbst und subtrahieren das Quadrat vom
Quadrat des Durchmessers, ziehen die Wurzel aus dem Viertel des
Restes, multiplizieren diese Wurzel mit der gegebenen Sehne und teilen
das Produkt durch den Radius, verdoppeln das Ergebnis, so haben wir
die Sehne des doppelten Bogens der gegebenen Sehne.)

18. Kenntnis der BSehne des halben Bogens ans der des
ganzen, von mir

Wenn die Sehne eines Bogens in einem Kreise von bekanntem Durch-
messer gegeben ist, so ist auch die Sehne des halben Bogens bekannt.

1) Siebhe Kommentar.
2) Wie sich aus dem von mir erglnzten Dreieck 4 GI) ergibt.
8) Siehe Kommentar. 4) Siehe Kommentar.
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Z. B. AQ ist gegeben'), und Bogen A B = BQ, so sage ich, daB auch 4B
bekannt ist. Wir ziehen die Radien BZ E und AFE; weil nun AB*= A K1
+ BE'— 2BE-ZE, und AE und BE bekannt sind, und ebenso ZE als
die Halfte der ‘Sehne der Ergiinzung von A@, ist auch 4 B bekannt.
Berechnung: Man multipliziere die gegebene Sehne mit sich selbst, sub-
trahiere das Quadrat vom Quadrate des Durchmessers, ziehe die Wurzel
aus dem Viertel des Restes, multipliziere diese Wurzel mit dem Durch-
messer?), subtrahiere dieses Produkt von der Hiilfte des Quadrates des
Durchmessers®), und ziehe die Wurzel nus dem Reste, so hat man die
Sehne des halben Bogens der gegebenen Sehne*)

Anderer Weg hierfilr, von mir.

Er besteht darin, das ZE, die Hilfte der Sehne der Ergiinzung
von AG (zum Halbkreis)®), vom Radius BE abgezogen, den Rest BZ
ergibt, und daB dann A4 B bekannt ist, weil AB*—= A2%4 BZ:
Berechnung: Man multipliziere die gegebene Sehne mit sich selbst und
subtrahiere das Quadrat vom Quadrat des Durchmessers, ziehe die Wurzel
ana dem Reste und subtrahiere sie vom Durchmesser, teile den neuen
Rest durch zwei®), multipliziere das Ergebnis mit sich selbst und addiere
das Produkt zum Quadrat der Hilfte der gegebenen Seline und ziehe die
Waurzel aus der Summe, so hat man die gesuchte Sehne des halben Bogens.

19. Kenntnis der Sehne der halben Summe zweier Bogen,
deren Sehnen bekannt sind, von mir.

Sind die Sehnen zweier Bogen D T
bekannt, so ist auch die Sehne der / TN
halben Summe der Bogen bekannt. B E__K \'\-A A

Z. B. Die beiden gegehenen Sehnen
seien AB und B (Fig. 50], Bogen
AD sei gleich D@, ich sage, daB die o L
Sehne 4D bekannt sei. Beweis: Man @
AN

ziehe die Hohe DE auf 4B (und
verlingere sie), und ziehe vom Mittel-
punkt H des Kreises die Senkrechten

¥ig. 50.

1) Biebe die vorhergehende Figur ohne die Hohe K H.

2) Der Text hat , Radius*.

8) d. h. vou AE®4 BE?; hier ist iibrigens der Text verdorben: statt ', sub-
trabhiere'* steht ,addiere', und statt der , Hilfte des Quadrates des Durchmessers"
steht ,Quadrat des Durchmessers*. 4) Siehe Kommentar.

b) Biehe die vorhergehende Figur ohne die Hihe E H.

8) Der letztere Batz fehlt im Text.
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HT und HK, so ist klar, daB H K die Hilfte der Sehne der Ergiinzung

. . B4 BQ
von AB zum Halbkreis und gleich ET ist, und AFE ist ~ 4B+ B0 und

]
KE—%(—}'), KE ist aber auch gleich der Hilfte der Sehne, die vom
Punkte D aus parallel der Sehne 4B geht (= 7'H); wir ziehen THL
go ist klar, daB das Produkt von LT in den Rest vom Durchmesser
= DT?* igt, subtrahiert man TFE von DT, so bleibt DE, dies ist also
bekannt, ebenso ist AE bekannt, also auch 4D. Berechnung: Wir
addieren die Hillfte der kleineren Sehne zum Radius und subtrahieren sie
such von ihm und multiplizieren?) die beiden Resultate und ziehen aue
dem Produkt die Wurzel; hierauf subtrahieren wir das Quadrat der
groBeren Sehne vom Quadrat des Durchmessers und ziehen aus dem Viertel
dieser Differenz die Wurzel, und subtrahieren diese Wurzel von dem Be-
haltenen (d.h. der ersten Wurzel), hieranf multiplizieren wir den Rest
mit sich selbat und addieren hierzu das Quadrat der halben Summe der
beiden (gegebenen) Sehnen, ziehen die Wurzel aus der Summe, so ist dies
die Sehne der halben Summe der beiden Bogen, deren Sehnen gegeben
sind.?) :

20. Kenntnis der Sehne der Erginzung eines Bogens zum
Halbkreis, wenn die Sehne des Bogens bekannt, wenn gegeben
ist die Summe des Durchmessers und der Erginzungssehne,
jedes von diepen aber einzeln unbekannt iat, von mir.

Diese Aufgabe fiihrt auf die vorangegangene iiber den Holzstab zu-
riick. Es sei [Fig. 61] 4G die bekannte Sehne, und die SBumme der Er-
g ginzungesehne BG und des Durchmessers

AB wsei bekannt, aber jede einzelne dieser

GroBen unbekannt. Wir halbieren den

Bogen ABG@ im Punkte D und fillen

E , von hier aus die Senkrechten DE auf 4B

& (] und DHT auf AG; in dem was voran-
gegangen wurde hewiesen, daB H .der

Mittelpunkt des Kreises ist, und daB

AT = DE (wegen der Kongruenz der

Dreiecke DEH und AT H); nun besteht
die Proportion: AE d. i 2232¢.pg

— DE:BE, (da nun DE = AT, also bekaunt, so ist auch BE
bekannt), addieren wir dieses zu AFE, so erhalten wir den Durch-

Fig. 51.

) EE=AB-AR=4B-22. 28
2) Der Text hat ,subtrahieren'’, 3) Siehe Kommentar.
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messer, und subtrahieren wir es von AE, so erhalten wir B@, die ge-
suchte Sehne. Berechnung: Multipliziere die Hilfte der bekannten
Sehne mit sich selbst und teile das Produkt durch die bekannte halbe
Summe aus Durchmesser und Ergiinzungssehne, was sich ergibt, .addiere
zu dem vorigen Divisor, so hast du den Durchmesser, subtrahierst du es
von dem Divisor, so hast du die Sehne des Erginzungsbogens.!)

21. Kenntnis der Sehne eines Bogens und der Sehne seiner
Erginzung, wenn bekannt ist der Durchmesser des Kreises und

die Summe der beiden Sehnen, dagegen ihre Differenz un-
bekannt, von mir.

Es sei [Fig. 52] der Durchmesser 4G gegeben und die Summe der
beiden Sehnen AB und B@ ebenfalls, wir sollen jede einzelne dieser
Sehnen suchen. Wir halbieren den Bogen
AB@ im Punkte D und ziehen DE genk-
recht auf 4B. Weil nun ABG in zwei
gleiche Teile geteilt ist im Punkte £ und
in zwei ungleiche im Punkte B, so ist
AB*+ BG* =24E'+ 2EB'); aber
AG'=— AB'+ B@*; wenn wir also von Flg. 6.

A@* geine Hiilfte wegnelinen, so ist der Rest — A E*+ EB?; nun ist A E?

k]

bekannt, weil AE=-4—£;T£9; wenn wir es also von jenem Rest sub-

trahieren, so bleibt £ B? also ist dann auch E B bekannt, wenn wir dieses
zu AE addieren, haben wir 4B, subtrahieren wir es von AE, so haben
wir B#, was wir wollten. Berechnung: Wir multiplizieren die Hiilfte
der Summe der beiden Sehnen mit sich selbst, und subiraliicren das
Produkt von der Hiilfte des Quadrates des Durchmessers und zielen die
Waurzel aus dem Reste; wenn wir diese Wurzel zur halben Summe der
beiden Sehnen addieren, so haben wir die lingere Sehne, subtrahieren wir
sie von dieser halben Summe, so haben wir die kiirzere Sehne.%)

Anderer Weg hierfiir, von mir.

Man schoeide (siehe Fig. 52) von AE das Stick £Z = EB ab, so
bleibt 4Z = B(/, also ist BZ im Punkte £ halbiert; wenn AZ dazu
addiert wird, so ist die Summe der Quadrate von AB und .1Z, also
A@P=2EB" 4+ 2AE?, wenn wir also von A4G* 2AK? subtrahieren,

1) DaB dicse Aufgabe eoinen praktischen Wert habe fiir die Berechnung der
Sehnen im Kreise, kann man woh! nicht hehaupten; k.- Bixiini wollte wobl nur zeigen,
wie leicht sie mit [lilfe der Eigenschaften der gebrochenen Linie zu lisen sei.

2) Nach Evkvioes 1, 9. 8) Siehe Kommentar.
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welches bekannt ist, so bleibt 3 ¥ B* also ist auch EB bekannt; addieren
wir es zu AK, so erhalten wir AB, subtrahieren wir es von AF, so
bleibt AZ = B@. Die Berechnung ist im fibrigen dieselbe wie vorher.

22. Kenntnis der Sehne der Differenz zweier Bogen, deren
Sehnen gegeben sind, ans der Sehne ihrer Summe, und
Kenntnis der Sehne ihrer Bumme aus der Behne der Differens,
von ApT Nase ». ‘Izix

Er sagt: Es seien [Fig. 58] die Sehnen 4D und BD gegeben und
man mache Sehne DG = AD und ziehe B@G, AB, so ist Sehne BG die
Sehne der Differenz der beiden Bogen 4D und DB, und AB die Sehne
ihrer Summe. Wenn nun B@, die Behne der Differenz bekannt ist, so
wollen wir A B berechnen, die Sehne der Summe. Es ist bekannt, daB
D AD*= AB-BG + BD% wenn wir also
BD?! von AD? abziehen, so bleibt AB- B@G,
es ist aber BG gegeben, slso ist auch
AB bekannt, was wir wollten. Berech-
nung: Jede der beiden gegebenen. Sehnen
wird quadriert, der Unterschied dieser Qua-
drate genommen und durch die Sehne des
Unterschiedes der beiden Bogen dividiert,
#o hat man die Sehne der Summe der-

Fig. 3. gelben, — Wenn aber 4B bekannt ist und
man soll BG finden, so wird analog wie worhin verfahren, weil wieder
AD?'= AB-BG + BD?* nur ist jetzt 4B bekannt und BG gesucht.
Berechnung: Jede der beiden gegebenen Sehnen wird quadriert, die
Differenz der Quadrate durch die Sehne der Summe der Bogen geteilt,
go hat man die Sehne der Differenz derselben.)

~

23. Kenntnis der Sehne der Summe und der Sehne der
Differenz (zweier Bogen), die eine aus der andern, von mir.

Es seien [Fig. 54] die beiden Sehnen AD und BD gegeben und
. die Sehne AB der Summe ihrer Bogen; wir wollen die S8e¢hne BG der
Differenz ihrer Bogen kennen.”) Man ziehe DE senkrecht auf A B; weil

nun AD*= AB'+ BD'— 24 B BE, wo ist 28 =UD-BDY) _ pp

d. h. gleich der Hilfte des Unterschiedes der Sehne der Summe und der

1) Biehe Kommentar.

2) Es ist dies also dieselbe Aufgabe wie die vorige, der Titel hiltte also otwas
kilrzer gefaft werden konuen.

'\ 1
3) Der Text hat unrichtig: AD'-BD

248
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Sehne der Differenz. Berechnung: Multipliziere jede der gegebenen
Sehnen mit sich selbst, subtrahiere das kleinere Quadrat vom groBeren
und den Rest vom Quadrate der Sehne D

der Summe der beiden Bogen') und divi-
diere die Hilfte des Resultats durch
die Sehne der Summe, das Doppelte des
Quotienten subtrahiere von der Sehne

Rty

‘der Summe, 8o bleibt die Sehne der

Differenz. — Und wenn die Sehne der
Differenz gegeben ist und wir wollen 4
die Sehne der Summe finden, so machen
wir EZ= BE und ziehen DZ. Dann ist G _—
DZ = DB und =

AD* = DZ + AZ*+ AZ BZ (= 24Z-EZ);
aber AZ = BG, also ist BZ bekannt. Berechnung: Multipliziere die
kleinere Sehne und die Sehne der Differenz jede mit sich selbst, addiere
die beiden Quadrate und subtrahiere die Summe vom Quadrate der
groBeren Sehne, und teile den Rest durch die Sehne der Differenz, und
das Resultat addiere zu der Sehne der Differenz, so hast du die Sehne
der Summe.?)

24, Kenntnis der Sehne der Summe und der Differens
(zweier Bogen), jede der beiden fiir sich, ohne daB die eine der
andern bedarf, von mir.

Es seien [Fig. b5] die Sehnen AB und BG bekannt, wir ziehen DZ
parallel 4B, so ist es gleich BG?), wir ziehen DE senkrecht auf AD.
Wenn wir nun die Sehne der Diffe- D
renz kennen wollen, so ziehen wir vom
Mittelpunkt H des Kreises die Senk-
rechte HTK auf DZ; es ist nun be-
kannt, daB der Unterschied der beiden
Bogen AB und BG (=~ DZ) gleich der /
Summe der beiden Bogen AZ und BD 4
ist, und weil HK die Hilfte der Sehne
der Erginzung von DZ oder BG, also bekannt ist, und HT die
Hilfte der Sehne der Erginzung von AB, also auch bekannt ist, so
ist der Unterachied beider, d. h. K7, auch bekannt, also auch DE,

-

Fig. 68,

1) Dieser letatere Satz fehlt entsprechend dem eben genannten Fehler im Text.
2) 8iehe Kommentar.

8) D ist natidrlich die Mitte des Bogens 4 B G, was zu erwillinen vergessen
wurde.
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das gleich KT ist; ferner iat EB der Unterschied der gréBeren Sehne
(4AB) und der halben Summe der beiden Sehnen (‘ﬂ;—'—gg=AE>l)'

also ist auch DB bekannt, das beide potenziert, mithin auch die Sehne
des doppelten Bogens von BD (d. h. des Bogens AB — B@). Be-
rechnung: Wir ziehen vom Quadrat des Durchmessers die Quadrate der
beiden gegebenen Sehnen einzeln ab, ziehen aus dem Viertel jeder Diffe-
renz die Wurzel, und multiplizieren den Unterschied beider Wurzeln mit
sich selbst und addieren das Ergebnis sum Quadrat des halben Unter-
schiedes der beiden Sehnen?), und teilen die Summe durch den Durch-
messer und ziehen das Ergebnis vom Radius®) ab, verdoppeln den Rest),
erheben ihn ins Quadrat, subtrahieren dieses Quadrat vom Quadrate des
Durchmessers und ziehen aus dem Reste die Wurzel, so ist dies die Sehne
der Differenz. — Was die Kenntnis der Sehne der Summe anbetrifft,
d. h. von AG, so ist, wenn DE bekannt ist, auch A D bekannt, weil sein

Quadrat gleich DE* + AE?, uwnd AE=4B4B8, o4 Gony sun 4D

bekannt ist, so ist AG die SBehne des doppelten Bogens von A D, also
such bekannt. Berechnung: Sie ist dieselbe wie die vorangegangene
fiir die Sehne der Differenz bis zu dem Punkte, wo wir die Differenz der
beiden Wurzeln erhalten und diese ins Quadrat erhoben haben; zu diesem
Quadrate addieren wir nun das Quadrat der halben Summe der beiden
Sehinen und teilen die Summe durch den Durchmesser, subtrahieren den
Quotienten vom Radius, verdoppeln den Rest®), multiplizieren dieses mit
sich selbst und subtrahieren das Ergebnis vom Quadrat des Durchmessers

und ziehen die Wurzel aus dem Reste, so ist diese die Sehne der Summe
der beiden Bogen.%)

25. Kenntnis der Sehne der Differenz und der Sehne der
Summe, jede fiir sich, von As?¥ Nasr B. ‘Irik, aus seinem Buche
genannt ,der konigliche Almagest®

Er sagt: Von zwei Bogen seien die Sehnen bekannt, so ist auch die
Sehne der Differenz der Bogen bekannt, sowie die Selne ihrer Summe.
Z. B.: die Sehnen [Fig. b6] 4D und BD im Kreise ADBG seien ge-
goben, so sage ich, daB die Sehne der Differenz sowie die Sehne der

1) Einfacher wilre gewesen: EB=A—B—E—§—9-

2) Der Text hat wieder: Unterschied der grdBeren und der halben Summe der
beiden Behnen.

8) Der T'ext hat ,, Durchmesser*, 4) Dies fehlt im Text.

) Im Text folgt nooh , und verdoppeln den Durchmesser', was unrichtig ist.
8) Siche Kommentar.
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Bumme ihrer Bogen bekannt sei Beweis: Wir machen Bogen DG~ AD
und verlingern BG {iber B hinaus und ziehen DZ senkrecht darauf;
weil nun BD bekannt ist und die Proportion besteht: 3D : BZ =
2r : der Ergéinzungssehne von A D (denn Dreieck D BZ ist, wie leicht ein-
zusehen, dhnlich demn Dreieck gebildet aus dem Durchmesser, der Sehne
AD und ihrer Ergiinzungssehne)!), ist BZ bekannt, also auch das Ver-
hiiltnis des Durchmessers zu BZ; aber auch das Verhiltnis G D?: BD?
ist bekannt, also auch GD':GD*— BD*; aber GD*— BD*= GZ* - BZ?,
also ist das Verhiltnis von GD! zu jeler der GriBen GZ?! und BZ?
bekannt. Aber das Verhiiltnis des Durchmessers zu BZ wurde schon als
bekannt erklart, also ist auch das Verhiiltnis des Durchmessers zu jeder
einzelnen der Linien GZ und BZ hekannt?®), also auch BG hekannt.
Man ziehe auch AB und senkrecht darauf DE; weil nun AD: AFE
= 2r: der Ergiinzungssehne von BD, so ist
das Verhiltnis 4D : AE bekannt, aber man
hat auch BD: BZ = 2r: der Ergiinaungs-
sehne von 4.0, also ist auch das Verhiiltnis
BD:BE(BZ = BE) bekannt, (also ist
sowohl AFE als BE bekannt), also auch
das Verhiiltnis des Durchmessers zu jeder
der Linien 4EF und BE, also auch sein
Verhitltnis zu ihrer Summe. Ferner, weil
AD = GD, und Winkel 4 = Winkel @,
und Winkel Z = Winkel I, ist AE = GZ,
und weil BD gemeinschaftlich den beiden
Dreiecken DBZ und DBE und Winkel DBZ = Winkel DBE, ist
BE = BZ; nun haben wir (frither) bewiesen, da AFE -- BI = BG@,
also ist BG bekanut, q. e. . — Berechnung fiir die Sehne der Differenz:
Man multipliziere die kleinere Sehne mit der Ergiinzungssehne der gréBeren
und teile das Produkt durch den Durchmesser, dies ist das erste zu Be-
haltende; hierauf multipliziere man jede einzelne der gegebenen Sehnen
mit sich selbst, subtrahiere diese Quadrate voneinander, und addiere den
Rest zum Quadrat des ersten zu Behaltenden, ziehe die Wurzel aus der
Summe und subtrahiere von derselben das erste zu Behaltende, so hat

Fig. 66.

1) Was in Klammern steht, ist im Text mit etwaa vielen Worten dargestellt,
ich habe es deshalb etwas gekiirzt gegeben.

2) Statt dieser etwas komplizierten und besonders durch Herbsiziehung des
Durchmessers etwas sonderbar gewordenen Darstellung hittte man viel einfacher

s
gesagt: (_;7(!3:12]—;'75 ist hekanat, da G I und BZ (letzterea aus der vorher auf-
gestellten Proportion) hekannt sind, so ist auch G Z Lekannt.
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man die Sehne der Differenz. — Berechnung fiir die Sehne der Summe:
Man multipliziere die gréBere Behne mit der Erginzungssehne der kleineren
und teile das Produkt durch den Durchmesser, dies ist das zweite zn
Behaltende; werden nun die beiden zu Behaltenden addiert, so hat man
die Sehne der Summe der beiden Bogen, werden sie aber voneinander
subtrahiert, so hat man die Sehne der Differenz der beiden Bogen, und
das ist, was wir wollten.!)

26. Kenntnis der Sehne der Differenz und der Sehne der
Summe auf einem dem vorangegangenen des AsU Nasr Mangir
B. ‘ALY ihnlichen Wege, von mir.

Die Sehnen AD und BD [Fig. 7] sind gegeben, Bogen DG = A D
gemacht, dann ist 4B die Sehne der Bumme und BG die Sehne der
Differenz. Wir zieshen vom -Mittelpunkt H die Senkrechte HZ auf AD

D und sichen AH, dann ist Winkel AHZ
z = Winkel DB A, weil DBA auf dem Bogen
B 4 4D steht und yom Umfang ausgeht, 4 HZ
K aber auf dem halben Bogen steht und vom
Mittelpunkt ausgeht; also sind die beiden
" Dreiecke AHZ und BDE #hnlich, also
p besteht die Proportion: A H: HZ (= Hilfte
der Erginzungssehne von AD) .~ BD: BE,
also ist BE bekannt; aber BD?!~ BE!
+ DE?, nlso ist auch DE bekannt; ferner ist
AD! - DE! + AE? mithin ist auch 4 F bekannt, und wenn wir 4 E
und BE addieren, haben wir die Sehne der Bumme, und wenn wir BE
von AFE subtrahieren, so haben wir die Sehne der Differenz. — Be-
rechnung: Man multipliziere die halbe Erginsungesehne des griBeren
Bogens mit der kleineren Sehne und teile das Produkt durch den Radius,
so hat man daa erste zu Behaltende; dann multipliziere man dieses mit
sich selbst und subtrahiere das Quadrat vom Quadrat der kleineren Sehne
und ziehe die Wurzel aus der Differenz, so ist dies das zweite zu Be-
haltende, dieses multipliziere man mit sich selbst und subtrahiere das
Quadrat vom Quadrat der groBeren Sehne und ziehe die Wurzel aus der
Differenz; wenn wir nun diese Wurzel und das erste zu Behaltende
addieren, so haben wir die Sehne der Summe, und wenn wir das erste
zu Behaltende von dieser Wurzel abziehen, 80 haben wir die Sehne der
Differenz, und das ist was wir -wollten.”)

Flg. 51.

1) Siehe Kommentar.
2) Siehe Kommentar.
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27. Kenntnis der Sehne der Summe und der Sehne der
Differenz, von mir, in den Begritndungen der Tafeln des Hapasnm.

Wenn die Sehnen zweier Bogen in einem gegebenen Kreise bekannt
sind, so ist auch die Sehne der Summe sowie die Sehne der Differenz
der Bogen bekannt. Z.B.') AD und BD sind gegeben in einem Kreise
von bekanntem Durchmesser, wir ziehen 4 B, so ist dies die Sehne der
Summe ihrer Bogen; dann machen wir Bogen DG — AD und ziehen
B@, 8o ist dies die Sehne der Differenz der heiden Bogen 4D und BD.
Nun sage ich, daB 4B sowohl als BG bekannt sind. Beweis: Wir
ziehen vom Mittelpunkt // die Senkrechte HZ auf A D, und von D aus
DE senkrecht auf AB, und ziehen noch A H, dann sind, weil Winkel
AHZ auf der Hilfte des Bogens steht, auf welchem der Winkel DBE
steht, diese beiden Winkel gleich, also Dreieck 4 H Z ihnlich Dreieck
DBE, also besteht die Proportion AZ: AH = DE: BD, also ist DE
bekannt; aber BD* = DE® + BE?, also ist auch BE bekannt; ferner ist
AD'= AE*+ DE?® mithin ist auch A& bekannt, also auch AB, das
gleich AE + BE ist; aber DE halbiert die gebrochene Linie ARG,
mithin ist der Unterschied zwischen AE und BE = BG@, also ist auch
dieses bekannt. Berechnung: Man multipliziere die kleinere Sehne mit
der Hilfte der groBeren und teile das Produkt durch den Radius, so hat
man die Senkrechte (DFX), dann subtrahiere man das Quadrat dieser
Senkrechten sowohl vom Quadrate der kleineren als auch vom Quadrate
der groBeren Sehne, ziehe aus beiden Differenzen die Wurzeln, so ist die
Summe dieser Wurzeln die Sehne der Summe der heiden Bogen, und die
Differenz der beiden Wurzeln die Sehne der Differenz der beiden Bogen.?)

Man sieht, daB die Ausdriicke fir die Sehne der Summe und die
Sehne der Differenz gemeinsame (lieder haben; der Grund hierfiir ist der,
daB die Sehne BD zugleich die Sehne der Differenz der beiden Bogen
AD und BG®) und die Sehne der Summe der beiden Bogen 4D und
AQGB ist, und deshalb ergibt sich leicht die Kenntnis der einen von ihnen
auf dem von uns erleichterten Wege und dann aus dieser die Kenntnis
der anderen auf demselben Wege (?)

Nun ist die Auffindung der [undamentalselnen*) mit Hilfe dieser
Eigenschaften (der gebrochenen Linie) auf dhnliche Weise zu erreichen,
wie wir es in den Begriindungen der Tafeln des ITamasn getan haben; ich

gebe diese Berechnungen im folgenden wieder, weil dies der passende Ort
dafilr ist.

1) Siehe die vorhergehends Figur.

2) Siehe Kommentar 3) Der Text hat B D).

4) d. h. der Seiten des Acht-, Fiinf- und Zehnecks; Drei- und Viereck sind
ihrer Kinfachheit wegen gnr nicht berilcksichtigt in den folgenden Berechnungen.
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28. AuffinCung der SBehne (Seite) des Achtecks in einem
Kreise, dessen Durchmesser bekannt ist.

Es sei BD [Fig. 58] ein Achtel des Umfanges des Kreises DBZ,

so ist die Linie BD die Sehne (Seite) des Achtecks, ich sage nun, daB
sie bekannt sei. Beweis: Wir ziehen den Durchmesser D AZ, der Mittel-
punkt des Kreises sei 4, wir ziehen ferner AB und DE senkrechi auf
AB, beschreiben um das Dreieck A DB einen Kreis und machen Bogen
DB@ = AD; weil nun DE die Hilfte der Sehne des doppelten Bogens
des Achtecks ist, vo ist sie die Hilfte der Sehne des Vierecks, und
Winkel DA B ist der achte Teil von vier Rechten, also die Hiilfte eines
Rechten, und Winkel AED ein Rechter, also Winkel ADE auch die
Hilfte eines Rechten, mithin AEF = DFE,
und jede von diesen Linien ist die Hiilfte
der Sehne des Viertelkreises; wir verlingern
AB, bis EH=AF ist, dann ist klar, daB
BH = B@ ist, weil DE jede der Linien
4 ABG@ (die gebrochene) und 4 BH (die ge-
rade) halbiert; ebenso ist
¢ AD'=BD*+ AB-BG=BD'+ AB-BH;
BH ist aber gleich AH (Sehne des Viertel-
y lreises) — AB (Radius)'), also ist BD be-
3 kannt. Berechnung: Man subtrahiere den
Flg. 5. Radius von der Viereckseite®), multipliziere
die Differenz mit dem Radius und sub-
trahiere das Produkt vom Quadrat des Radius, ziehe die Wurzel aus dem
Reste, #so ist diese die Achteckseite. — Diese Aufgabe kann so gelost
werden, oder auf dem Wege, den wir frliher fir die Kenntnis der Sehne
des halben Bogens aua der des ganzen eingeschlagen haben.?)

4

29. Auffindung der Seite des Zehnecks (und Fiinfecks).

Es sei BD*) (Fig. 59} die Seite des Zehnecks, so sage ich, daB sie
bekannt sei, Beweis: Wir ziehen den Durchmesser DAZ, der Mittel-
punkt sei A, ziehen AB und beschreiben um das Dreieck A DB einen
Kreis, machen darin Bogen DBG = AD, und ziehen BG; weil nun
Winkel DAB ein Zentrumswinkel auf dem Bogen BD ist, so ist er der
zehnte Teil des Umfanges des Kreises BDZ, er liegt aber im Umfang
des Kreises A DB, ilberspannt also von diesem den filnften Teil des Um-

1) Der letztere Batz fehlt im Text
2) Im Text steht , doppelte Viereckseite'. 8) Siehe Kommentar,
4) Im Text steht AB.
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fanges; ferner sind AD und AB gleich, also ist jeder der Bogen AD
und AGB zwei Finftel') des Umfanges, aber Bogen DBG ist gleich
Bogen AD, also ist auch DBG zwei Filnftel!) des Umfanges; nun ist
aber, wie bekannt, DB ein Finftel des Umfanges, also sind die beiden
Bogen DB und B@ gleich groB; nun ist A BG eine gebroghene Linie
in diesem Kreise, also AD*= BD®*+ AB-BG = BD* 4+ AD-BD, also
verhilt sich die Linie ADB wie eine gerade, die im Punkte /) nach
dem iufleren und mittleren Verhiiltnis geteilt ist?), der groBere Teil ist
AD, und bekannt als Radius des gegebenen Kreises, der kleinere Teil
ist BD, die Seite des Zehnecks, sie ist also auch bekannt. Berechnung:
Du addierst zum Quadrat des Radius seinen vierten Teil, ziehst die
Wurzel aus dieser Summe und ziehst von

dieser Wurzel den Viertel®} des Durch- /—1\
messers ab, so hast du die Seite des Zehn- e ™
ecks. — Dies ist ganz entsprechend dem-

jenigen, was bewiesen wird im 11. Satz
des 2. Buches der [lemente iiber die

4
Teilung einer Linie nach dem genannten Ver- ¢
hiltnis.
Und weil ein Fiinftel des Umfanges das
Doppelte des Zehntels ist, und die Sehne B
des doppelten Bogens bekannt ist, wenn die h Dé

Sehne des einfachen gegeben ist, so ist auch
die Seite des Fiinfecks bekannt, q. e. d.4)

Mit diesen Siitzen .ist es nun nach der Berechnung der Iundamental-
sehnen im Kreise miglich, auch die ilbrigen aufzufinden nach dem im
«Almagest eingeschlagenen Wege; denn mit der Kenntnis des Satzes iiber
die Sehne der Difterenz (zweier Bogen) findet man die Sehne, die zwischen
dem Fiinftel und Sechstel (des Kreisumfanges) liegt (also von 129), und
mit der Kenntnis der Sehne des halben Bogens (aus der des ganzen) ge-
langt man zur Sehne von 3% und mit der Kenntnis der Sehne des
doppelten Bogens (aus der des einfachen) und dem Satz itber die Sehne
der Bumme (zweier Bogen) ergeben sich die Sehnen aller Bogen von 3°
zu 3% Was dann die Sehne des Bogens von 1° anbetrifft, so wiirde ihre
Ableitung ermiidend (oder zu schwierig) sein®), und da in dieser Sache
nach der Erfindung eines Kunstgriffes getrachtet wird, um dieselbe an-

Fig. 59

1) Im Text steht , ein Fiinftel*.

2) Aus der angefithrton Gleichung folgt vitmlich: A+ BD:AD=AD . BD.
3) Im Text , die Hilfte*, 4) Siehe Kommentar.

6) Damit ist wohl die Wiedergabe der Darstellung des .Almagestes gemeint.
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genBhert, wenn auch nicht genau, ru finden, so strenge nun deine Ge-
danken an, Gott stirke dich, fiber das, was ich filr dich gesammelt habe,
und fasee es genau ins Auge, damit sich dadurch tber dir 6ffnen die
Quellen des Boharfsinns, efe....') und zwischen mir und dir der Gegen-
stand des Tadels beseitigt werde. Lob sei Gott flir seine groBe Gite
und das Gehet dber seine guten Geschdpfe. Beendigt (ist die Arbeit) mit
der Hilfe Go'ttes, er ist groB, und seines guten Beistandes, denn er ist der
Barmherzige und Gnidige!

EKommentar.

Dieses eigenttimliche Buch des groBen und vielleicht griindlichsten
arabischen . oder besser persischen Gelehrten =i-BirUni, dessen Ruhm
Baonav durch die Herausgabe der Indischen Chronik und der Chronologie
der orientalischen Vilker zu erneutem (lanze erhoben hat, wurde wohl in
erster Linie in der Absicht geschrieben, die Grundlagen der Trigonometrie,
insbesondere die Horstellung der trigonometrischen Tafeln zu befestigen.
Interessant erscheint dabei zum vornherein, daB =xir-Birini nach der
Methode der Alten, insbesondere des ProLmius, vorgeht, d. h. die Sehnen
der Summe und Differenz zweier Bogen ete, und nicht die Sinus der-
selben berechnet; es scheint dies fir jene Zeit noch leichter gewesen zu
sein, indem man sich eben zu diesem Zwecke unmittelbar auf den ptole-
miischen Lehrsatz und einige andere im Almagest vorkommende Sktze
stiitzen konnte, und ja durch einfache Halbierung sofort aus den Sehnen
die Binus erhielt. Dann mag in zweiter Linie das Interesse an den beiden
Hilfesiitzen an und filr sich und ihre groBe Anwendungsfihigkeit zur
Lssung einer Reihe der verschiedenartigsten Probleme, die mit der Sehnen-
rechnung direkt nichts »a tun haben, ein Grund daflir gewesen sein, da8
sich so viele arabische Mathematiker und insbesondere er-Biriint mo ein-
gehend mit diesem Stoffe beschiftigt haben.

Der erste Satz findet sich, wenn auch in anderer Form ausgesprochen
. (von einer gebrochenen Linie ist nicht die Rede) schon im Almagest des
Proremivs?), und wieder in etwas anderer Form im Liber assumptorum®),
das von den Arabern dem Arcmmspms zugeschrieben wurde. Prorzmiuvs
benutzt ihn zor Lisung der Aufgabe, aus der gegebenen Sehne eines
Bogens die Sehne des halben Bogens zu berechnen. Hierzu wiire aber

1) Hier folgen einige kurze B#tze, die mit etwas anderen Worten dasselbe
sangen wollen, wie der vorhergehende Batz, die aber stark verdorben zu sein scheinen.

2) Vgl. Cr. ProLExMAKRI Opera, edid. J. L. Hemera 1, 89,

8) Vgl. ARCHIMEDIS opera omnia, edid. J. L. Hrmera 1I, 481,
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dieser Batz keineswegs nitig gewesen, der pythagoriische Lehrsatz hitte
vollkommen geniigt, #o daB uns der Weg des Proreumius geradezu als ein
Umweg erscheinen muB. In der Tat lost auch =v-Birtm die genannte
Aufgabe ohne Benutzung dieses Satzes, also auf einfachere Weise als
ProvLexius; man ersieht hieraus, daB es wohl in der Absicht EL-Biainis
lag, sich soviel als maglich, wenigstens in den Beweisen, von dem Wege
des ProLemius zu entfernen und selbstindig vorzugehen; es zeigt sich
dies auch noch am Schlusse der Arbeit, indem =v-Birtni die ptolemiische
Berechnung der Sehne von 1° aus denjenigen von 1!/,° und %,° tiber-
geht, da sie ihm wohl als ein zu wenig streng mathematisches Verfahren
erscheinen mochte und man zu seiner Zeit, wie er sich susdrilckt, an
einem Kunstgriff herumstudierte, die Sehne von 1° auf anderem, wie er
glaubte leichterem Wege und genauer zu finden.!)

Fiir uns hat die Arbeit sL-BirGnis einen nicht unbedeutenden histo-
rischen Wert, ja sie kann vom Standpunkte ihres Verfassers aus geradezu
als eine historische bezeichnet werden; er-BirUni hat alle Beweise der
beiden Siitze, die ihm bekannt waren, gesammelt und die Autoren der-
selben angegeben; er hat auf Arbeiten der Griechen und Indier hin-
gewiesen und auf Aufgaben aufmerksam gemacht, die in arabischen Bichern
tiber Algebra zu seiner Zeit vorkamen; er hat damit seinen historischen
Binn, den er durch seine oben genannten Hauptwerke so glinzend be-
kundet hat, wieder bewihrt.

Wir freuen uns, daB es uns vergdnnt war, diese interessante Arbeit
des groBien Q(elehrten zur Veriffentlichung zu bringen; es wurde uns dies
ermdglicht einerseits durch die Liberalitét des Herrn Dr. Tu. W. Juynsorr
von der kgl. Bibliothek zu Leiden, der den Codex Warneri 513, in dem
sich unsere Abhandlung auof fol. 107" bis 128% befindet, fir lingere Zeit
Herrn Prof. Dr. E. Wigpesany in Erlangen zur Benutzung iiberlassen hat, und
anderseits durch die Liebenswiirdigkeit des letzteren Gelehrten, der filr mich
Photographien in WeiB auf Schwarz von der Arbeit ausfithren lieB. Beiden
Herren spreche ich an dieser Stelle meinen verbindlichsten Dank fiir ihr
freundliches Entgegenkommen aus.

Das Ms. 513 Warneri ist undatiert, aber aua einer Besitzernotiz geht
hervor, daB es vor dem Jahre 1622 geschrieben worden ist. Es ist ziem-
lich schén und gleichmiiBig geschrieben, doch fehlen oft diskritische
Punkte, was gliicklicherweise in mathematischen Manuskripten weniger
stért als in anderen, da so oft dieselben bekannten technischen Aus-

1) Hieraus kann man wohl den SchinB ziehen, daB die von Guiyirtn ep-pin k-
Kisni angewandts Methode, die hekanntlich in der angeniiherten Berechnung der
reellen Wurzel einer kubischen Gleichung beateht, damals noch nicht erfunden war.

Bibllotheca Mathemsatica. IEI, Folge, XI. -]
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dritcke wiederkehren. Die Titel zu den einzelnen Beweisen und Auf-
gaben sind rot geechrieben, die Figuren fein ausgefiihrt und nur selten
fehlerhaft.

Wie E. Saonav in seiner Ausgabe der Chronologie orientalischer Vilker
(p. LX1X-—LXX) ausfthrt, war ®L-BiaGris Stil in seinen historischen und
philosophischen Werken kein leichter; einer seiner Schtiler schreibt hier-
iber: ,Es war nicht die Gewohnheit unseres Meisters, wenn er in seinen
Sohriften verschiedene Methoden diskutierte, Beispiele zu geben. Und
wenn er einmal ein Beispiel gab, was selten genug geschah, so driickte
er sich in verschlossenen Wendungen aus, zwar mit beredten Worten,
aber doch mit solchen, die sehr schwer zu verstehen sind.“ Als besonderes
Kennzeichen seines Stils nennt dberdies Sacmau noch ,eine auBerordent-
liche Kiirze und Priignanz des Ausdrucks“. Aus diesen Griinden bildet
auch die Vorrede mrL-Bfrtsis zu seiner Abhandlung die schwierigste Partie
derselben, ebenso kommen im SchluBwort einige nicht leicht zu verstehende
Stellen vor. Fir die gitige Hilfe, die mir bei der Ubersetzung derselben
Herr Dr. J. Hausurgr, Professor der Theologie und der orientalischen
Sprachen an der Universitit Ziirich, geleistet hat, spreche ich ihm an
dieser Stelle meinen besten Dank aus.

Ev-Biaoni wendet sich im Vorwort an einen ungenannten Zeit-
genossen, der wohl, wie aus dem Wortlaut zu schlieBen ist, mehr Phi}o-
soph als Mathematiker war, und der mit diesen geometrischen Studien
=L- BirUsis nicht einverstanden gewesen zu sein scheint. Es wire méglich,
daB dieser Ungenannte der Arzt und Philosoph ‘Isx B. Yanvi Br-Masisi
(der Christ)!) gewessn sein kinnte, mit dem s1-Biriini in wissenschaft-
lichem Verkehr gestanden und der auch in seinem (&L-Birinis) Namen
einige Schriften verfaBt hat. .

Fiir die nun folgenden Bemerkungen zu den einzelnen. Beweisen und
Aufgaben habe ich diese zum Zweck der Rilckverweisung mit Buchstaben
und Zahlen versehen, die natlirlich im Manuskript fehlen, und zwar die
Bewsise zur ersten Behauptung mit lateinischen, die zur zweiten mit
griechischen Buchstaben und die darauf folgenden Aufgaben mit arabischen
Ziffern. Was meine Ubersetzung des arabischen Textes betrifft, so habe
ich denselben ziemlich wortlich wiedergegeben, dagegen habe ich mich
selbstverstiindlich (berall bei Gleichungen, Proportionen usw. unserer
mathematischen Operationszeichen bedient, sonst wiire die Dart';tellnng
auch gar zu breit geworden, Was in runden Klammern steht, sind von
mir hinzugefiigte Ergiinzungen oder Erlauterungen.

1) Vgl H.8urer, L ¢, p. 79, und Nachtrdge (Abhandl. zur Gesch. d. mathem.
Wissenech. 14, Leipzig 1902) p. 173.

94

o ;

Das Buch der Auffindung der Sehnen im Kreise naw. 61

a) Nach diesem Titel hitten also die Araber ein Buch iiber die Kreise
gekannt, das sie dem ArcmiMEDEs zugeschrieben haben. Ws wiire mbglich,
daB dieses Buch in Verbindung stiinde mit dem Liber assumplorum, daB
dieser vielleicht nur ein Teil oder eine Auswahl sus dem Buche der
Kreise gebildet hiitte; ich stelle diese Vermutung deshalb auf, weil die
Figur des 3. Satzes des Liber assumplorum mit der Figur dieses dem
ArcmiMepEs zugeschriebenen Beweises bis auf die Linie BQ@, die dort
fehlt, Ubereinstimmt; im Liber assumptorum wird freilich nur bewiesen,
daB, wenn BD = DH und BE = EZ, auch AH — AZ sei,

d) Der Verfasser dieses Beweises ist, nach den Namen zu schlieBen,
ein echter Perser; ich habe sie gegeben, wie sie im Texte stehen, aber
die Lesarten sind unsicher, weil die diakritischen Punkte teilweise fehlen.
Dieser Autor wird auch in der Chronologie orientalischer Vilker von wr.-
Biriini (p. 44 und 99 des arabischen Textes, p- 54 und 107 der englischen
ﬁbersetzung) zitiert und heiBt daselbst Apsangniini ». Yaznaxunasis, der
Geometer. Apuarkuiri oder besser Apmarkmoni bedeutet im Peraischen
nder Feueresser“; Yazpin ist ,der Genius oder Schipfer des Guten®, aber
Knasis oder, wie unser Manuskript hat, Hasapas oder Hasmras ist sehr
wahracheinlich verdorben; statt Yazpin konnte freilich auch die Lesart
unseres Manuskriptes, Usurap oder besser Ustip — Meister, die richtige
sein; wir {lberlassen weitere Hypothesen hierliber besseren Kennern des
Persischen. Uber diesen Gelehrten wissen wir weiter nichts, als daB er
ein Zeitgenosse ei-Birinis war.

o) Hier wird also wieder eine griechische Schrift iber mathematische
Fragen genannt, die weder griechisch noch in arabischer I"Ibersetzung auf
ung gekommen ist und itber deren Verfasser die Araber selbst im Un-
gewissen waren. — Was den Ubersetzer dieser Schrift, Yinansa b, Yisue,
anbetrifft, so ist es nicht unwahracheinlich, duB er selbst einen Beweis
zu dieser Behauptung zu geben versucht hat, denn im Pariser Ms. 2451, 10°
befindet sich eine Abhandlung des Apuen 5. Mun. eL-Sinuzl, worin er ither
den Irrtum des YumannI in seiner Losung der Aufgabe der Teilung einer
Geraden in zwei gleiche Teile handelt. Walirscheinlich sollte es lLier statt
neiner Geraden heiBen , der gebrochenen Geraden*.!)

q) Man wird etwas erstaunt sein itber djesen komplizierten Beweis
von kL-Smanni, der von demselben Satze drei wesentlich einfachere ge-
geben hat; der Grund hierfiir wird sofort klar, wenn man den Beweis zu
Aufgabe T betrachtet, zu welchem er den hier gegebenen gebraucht, —
Ubrigens ist der Beweis fehlerhaft; es wird die unrichtige Proportion auf-
gestellt: AZ:ZD < AK: DK, und doch kommt schlieBlich der Verfasser

1) Vgl. H. Sutes, | c. p. 60, nr. 181.
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suf die richtige (leichung AH DT — DE.BE. Wir konnen mittels
Proportionen keinen kilrzeren Beweis finden, als folgenden: Es ist
AE:AZ = BT : BK, ferner

BT :AE = DT:DE (weil A BDT ~ A AED);
hieraus durch Multiplikation:
BT:AZ=BT-DT:BK-DE= /A BDT: A BDK = DT: DK;

ferner ist wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke ADZ und BDK, sowie
ADH und BDE:
AZ:BK = AD:BD = AH : BE;

durch Multiplikation der beiden Proportionen BT : AZ = DT : DK und
AZ:BK = AH : BE ergibt sich:

BT :BK ~ AH-DT:DK-BE,

. BT -DK -BE
und hieraus: AH DT = — K
sbor BK-DE = DK BT, also DE = 2% 2T,
mithin ist AH.DT = BE. DE.

Einen viel einfacheren Beweis des Satzes, daB A ADG — A ABG = BE-DE
sei, gibt ohne Proportionen A»t Nase 5. ‘Inix am Bchlusse des Be-
weiges 8). : ‘

w) In diesem Beweise xiL-Biriixis komm} ein Fehler vor, er setzt
etwas voraus, was erst bewiesen werden soll, nimlich daf DBT eine ge-
rade Linie sei, venn er sagt, daB Winkel DB@ als AuBenwinkel des
Dreiecks BT} — Winkel BGT + Winkel BTG sei. Dieser Beweis muf
Verinderungen erfahren haben, denn wir konnen sin-Biausi kaum einen
solchen Fehler zamuten. Nach unserer Ansicht kann nach den Voraus-
setzungen Br-Biniixis der Beweis nur so weiter geftihrt werden: Es ist
nun Winkel DB K = Winkel DB@, denn beide machen mit dem Winkel
DBA zwei Rechte aus, Winkel D BG nimlich deshalb, weil er auf dem
Bogen DAG steht, und Winkel DB A auf dem Bogen AD, beide Bogen
zusammen aber den ganzen Kreisnmfang ausmachen (da Bogen AD =~ D@);
also ist A DBK kongruent A DB@, mithin ist DG = DK, usw.

Zweite Behnuptung.

Dieser Satz gilt anch, wenn die Pankte 4, D, B, (7 in einer Geraden
liegen (Euxr. ed. Hrisgra 1I, 5), wie dies ja auch beim ptolemiischen
Lehrsatz und selbstverstindlich auch bei der ersten Behauptung der Fall ist.

#) Die Worte ,ohne Beziehung zum Almagest sind unklar, aber ich
kann das arabische ¢hdla hier nicht anders als durch , Beziehung® oder
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auch , Rickverweisung (ibersetzen; er will vielleicht damit sagen, seine
Figur und dsmit auch sein Beweis seien nicht dieselben wie bei ProLs-
ukvs (Aimagest, ed. Heingra 1, 89), aber Proewius beweist ja daselbst
einen ganr anderen Satz; diese Bemerkung wiire bei Beweisen aur ersten
Behauptung eher am Platze gewesen.

Die Aufgaben.

1. Die Araber haben also ein Werk des Mexeraus liber die Elemente
der Geomelrie gukannt, das auch der Fihrist') nennt, und auf das vielleicht
Prokius hindeutet im Kommentar zu Eukrips Elementen (ed. FrieprEty,
p- 346).") Die Aufgabe, die MenkrLaus im 2. Satze des 3. Buches seiner
Elemente gelost hat, muB aber doch etwas anders gelautet haben, als sie
BL-Biniini ausdriickt, denn sonst kénnte er kaum ,einen sehr langen
Weg“ fir die Losung gebraucht haben. Es wird dann von rL-BirisT auch
der Kommentar des TuXsir B. Kurra zu diesen Elementen des Meneraus
angefithrt, der auch im Filrist genannt wird, und Taxeir soll einen bei-
nahe ebenso langen Weg zur Losung der genannten Aufgabe gebraucht
haben.

2. Es ist nicht recht zu verstehen, warum ei-Biriini den Bogen DA
zu einem Halbkreis erginzte, um in das Dreieck DZ A4 hinein das Dreieck
LZK zu konstruieren, er hitte einfach I mit ¢ verbinden kiinnen und
in das Dreieck DG A, das bei G den gleichen Winkel hiitte wie Dreieck
DZA Ybei Z, das Dreieck LZK zeichnen kénnen, wie er es auch im
folgenden Beweis getan hat. Es handelt sich niimlich darum, das Dreieck
ADB zu konstruieren aus AD, BE und Winkel B; da nun die GriBe
und Lage von A D schon gegeben ist, so kann die Konstruktion nur so
ausgefithrt werden, daB das Dreieck BDE aus BE und Winkel B zuerst
irgendwo anders konstruiert wird, um BD zu erhalten, das kann aber in
jedem Dreieck mit dem Winkel B geschehen.

6 und 7. Es ist interessant, daB die Araber diese heiden Aufgaben
Aromruepes zuweisen und nicht Herow, in dessen Metrica, die zweite auch
in der Dioplra, sie vorkommen. DaB die Aufgabe 7 ilter ist als Herox,
habe ich schon in meiner Rezension zu den Metrica (Biblioth. Mathem.
Ty, 1906, p. 100) bemerkt, sie kionnte also ganz wohl von ArcEimepEs
herstammen; aus dem Buche der Kreise ist sie wohl nicht, sonst wire

“dies im Titel bemerkt, wie dies in den Beweisen zur ersten Behauptung

der Fall war.

1) Vgl. H. Sures, Das Mathematikerverzeichnis im Fihrist; Abhandl. zur
(Gesch. d. Mathem. 6, 1893, p. 19.

2) Vgl. auch A. Budrnno, Studien siber Mrngrdos' Sphirik; Abhandl. zur
Gesch. d. mathem. Wissenach. 14, 1902, p. 5 und 7.
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7 und 8. Diese Beweisze zu den Formeln fir den Inhait des Drei-
ecks und des Sehnenvierecks aus den Seiten bilden wohl die interessanteste
Partie der Abhandlung. Beide Beweise sind gewiBl sehr origiue.ll 'zu
nennen; der zweite stitzt mich natiirlich auf den ersten und ist der einzige
uns erhaltene Beweis dieses Satzes aus dem Altertum und Mittelalter;
man beachte auch, daB nsL-Biztni die Formel den Indiern zuweist; er
kannte jedenfalls die Arbeiten Brammagurras, hat er doch, wie wir aus
dem Verzeichnis seiner Schriften erfahren, die sich auf die Rechenkunst
beziehenden Stellen aus dem Brahma-Siddhanta tibersetzt und sich sonst
noch vielfach mit indischer Mathematik und Astronomie beschiftigt. Die
beiden Beweise stammen nach kr-BirGni von AsU ‘Asparrim en-Smanwi,
der sich uns also hier als einer der geschicktesten und originellsten
Mathematiker der Araber priisentiert. Der Beweis fiir den Dreiecksinhalt
ist wahracheinlich auch noch in Kairo vorhanden!) — Da dieser Beweis,
wie fast alle der arabischen Mathematiker, stwas weitliufig und unitber-
sichtlich ist, s0o mag es angezeigt sein, denselben hier kurz zu schemati-
gieren:

Er brauncht dazu zwei Hilfssiitze, nAmlich die erste Behauptung, daB
AE =~ BE + B@Q ist, und dann das, was er im Beweise q) zur ersten
Behauptung bewiesen hat, daB A ADG — 2A BDE = /\ ABG sei
(s. Fig. 39). Aus #hnlichen Dreiecken erhilt er dann die Proportion:
DE:BE = DZ:AZ, hieraus durch Erweiterung der Verhilltnisse die
beiden Proportionen:

DZ':DZ - AZ = DZ-AZ: AZ},
DE*: DE-BE = DE-BE : BE®.

Da alle diese Verhilltnisse den gleichen Wert haben, erhiilt er durch
Subtraktion der entsprechenden Glieder:

DZ'— DE':DZ-AZ — DE-BE ~DZ-AZ — DE-BE: AZ'— BE?*.

Nun ist das erste (lied, wie leicht zu verifizieren ist, gleich (AE+ AZ) - EH,
das zweite und dritte nach dem im Beweise q) abgeleiteten Hilfssatz
gleich A AB@, und das vierte gleich AK-QK, also hat man:
(A ABQ)Y = (AE + AZy- EH - AK-GK oder:
(A ABQ) == s(s — AG) (s — AB) (s — BQ).
9. Bs ist zu diesem Beweise zu bemerken, daB er nur so gefithrt

werden kann, wenn die beiden Palmen zusammen hoher sind als die Breite
des Flusses.

1) Vgl. H. Sures, Die Mathematiker und Astronomen der Araber etc. p. 97—98.
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10. Eine Randnote zu dieser Aufgabe in anderer Schrift sagt: ,Aus
dieser Aufgabe wird klar, daB, wenn von einem rechtwinkligen Dreieck
die SBumme der Basis (Hypotenuse) und einer der Seiten (Katheten) ge-
geben ist, ebenso die andere Seite, dann die Basis und die erste Seite
gefunden werden kénnen. ‘

Fir die Aufgaben 9 und 10, die algebraisch so leicht lssbar sind,
eracheint ein geometrischer Beweis mit Hilfe der beiden Ligenschaften
der gebrochenen Linie etwas gesucht; wir erkennen hieraus aber nur, wie
sehr es xL-Birini darum zu tun war, die ausgedehnte Anwendungs-
fahigkeit jener Eigenschaften zu zeigen. — Die Aufgabe 9 befindet sich
algebraisch geldst bei eL-Kamgui!)

11. Mit dem Worte takii®hu =~ ,ihre Verteilung meint woh! er-Birtint
die verschiedenen Werte, die die Gleichung annehmen kann fiir alle
Punkte des Halbkreises T4Z. DB (s. Fig. 43) ist hier wie auch bei
BL-Barrint  aufgefaBt als Sinus  der griBten Qleichung, also als
sin DN B; bei der Bewegung der Sonne ist diese GriBe identisch mit der
Exzentrizitit (gleich dem doppelten Wert der heutigen Exzentrizitit der
Erdbahn), bei der epizyklischen Theorie der Planetenbewegung ist sie
gleich dem Radius des Epizykels. Proremxus und ®rn-Barrisi berechnen
die GréBe AB mit Hilfe des pythagordischen Lehrsatzes, xr-Birtni da-
gegen mit Hilfe des Kosinussatzes; denn so diirfen wir wohl seine (leichung
AB'= AD*+ DB*+ 2DH.DB nennen, wenn er unmittelbar nachher
hinzufitgt: ,wenn wir also den doppelten Kosinus des Argumentes, also
2DH wit DB multiplizieren und das Produkt zu AD?® 4+ DRB? addieren,
8o erhalten wir AB*“ Daf er sich deshalb der allgemeinen Bedeutung
dieses Satzes fiir die Trigonometrie vollstindig bewuBt gewesen sei, wollen
wir nicht behaupten, aber ohne ﬁbertreibung kann man doch sagen, der
Kosinussatz fiir das ebene (speziell stumpfwinklige) Dreieck finde sich in
dieser Aufgabe rv-BTrUnis angewandt.

12. Auch diese interessante und keineswegs leichte Aufgabe lost -
Biatni durch Anwendung der beiden Bitze itber die gebrochene Linie.
Man vergleiche mit dieser Lisung diejenige ®i-Barrinis?®), bei der wir
allerdings itber den wichtigsten Punkt der Lésung, niémlich iiber den
Weg, auf dem er die Formeln fiir die beiden Pfeile EX und EL ge-
funden hat, im Unklaren gelassen werden.?)

1) Siehe A. Hoounrim, Al Kaf fil Hisab des Arxarxur 1, Halle a/S. 1880, S.26.

2) Vgl wr-Barrisi, Opus astronomicum, ed. C. A, Navemo, I, p. 99—100 und
2756—2178.

8) Scnuaearkuur gibt an dem eben zitierten Orte (p. 278) eine elegante hypo-
thetische Herleitung, die uns nur filr einen Araber etwas zu algebraisch vorkommen
will; immerhin milssen wir zugeben, daB es sehir wahrscheinlich ist, daB mrn-Barisi
seine Resultate mittels des Satzes Eurv. 11, 18 gefunden haben werde.

99



12 Hxnmicn Suren,

14. Diese Aufgabe ist sallerdings ohne Anwendung der beiden Be-
hauptungen viel einfacher su 13sen: Wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke
THB und ABZ, ebenso TTHZ und BDZ hat man:

BH AB 4Bz _Dz
THE=™4Z "¢ TE™ FD
. BZ AB DZ AB-BD+ AZ-DZ
addiert: TE=ZZ Y 8D 4z BD
BZ-AZ - BD

TH= 455 DY AZ DZ’

Trigonometrisch ergibt sich, wenn die Winkel ABZ und DZB mit «
bzw. f bezeichnet werden, die ganz einfache Formel:

BZ
TH= cota+cotﬂ.

Man vergleiche damit die Aufgabe Iex BL-Harrams, die wir in der
Biblioth. Mathem. (8,, 1907, S. 27—B80) verdffentlicht haben.

16. Proremiuvs bestimmte (Almagest, ed. Hriprra II, 450—494) fur
jeden der finf Planeten den Bogen DK {(bzw. den Winkel DBK) und
schlug, wie BL-BirGni bemerkt, bei allen fiinf Berechnungen denselben
Weg ein; er meint damit wahrscheinlich den Satz: Kennt man in einem
Kreise die Summe oder Differenz zweier Bogen und ebenso das Verhiltnis
der Sehnen der doppelten Bogen (oder der Sinus der einfachen), so kann
man die Bogen einzeln finden. Diesen Satz benutzt Prorsuivs viel und
beweist ihn daher schon im ersten Buche d®s Alnagestes (ed. Hrrsera,
I, T0—T74).

16. Evr-BirUrT sagt am Schlusse der Aufgabe, seine Berechnung der

Ergi#nzungssehne (2]/(‘—131'30)(5—‘8;?0_)) gei leichter als die nach

dem pythagoriiischen Lehrsatze (Y AB* — BGY), und dies ist in der Tat
auch richtig, denn bei Sexagesimalbritchen sind Multiplikationen viel kom-
plizierter auszufhren als bei ganzen Zahlen und Dezimalbrilchen. Aber
warum hat ®1-BirisT den geometrischen Weg eingeschlagen, da er doch
gewiB, wie sich spiter noch zeigt, die Gleichheit (a + b)(a — b) — a® —b*
gekannt hat? Wir denken, er habe wiederum bloB die Anwendungs-
fahigkeit jener Siitze {tber die gebrochene Linie anch auf diese einfache
Aufgabe zeigen und vielleicht auch einen geometrischen Beweis fiir diese
algebraische Formel geben wollen, die bei Eugrines in dieser Form nicht
vorkommd.

und hieraus:

17. Die Regel =iL-Bfaiinxis heiBit in einer Formel ausgedriickt so:
‘“‘j‘ﬁ_‘l)i

AG =-‘/;)' — ‘t(BE —3BE und verwandelt sich, wenn wir trigono-
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metrische Beziehungen einfithren und den Winkel A EB mit « bezeichnen,

in folgende:
2 pint 1\ 8
2r sin « —V4r’— 4 (r — ir—;‘:—f) oder:

sin « -=Vi_—- (l — 2 gin? %)’—'V‘i sin? % —4 ain‘%

= 25 “1/ — i 2 sin % cos .
n g 1 sin’ 2 25m2c032

Die Formel fiir den zweiten Weg ist einfacher:

24B)/AZ 4%

-—FF oder trigonometrisch:
: ; Lrlinﬁyr'—-r'lin'ﬂ 4r%sin Lcos ®
2y 8in o = - L] LI H] 1 oder:
r r

sin ¢ = 2 gin - cos =
Y 2

Das Fehlen einer algebraischen Formélupuche ist wohl der Grund dafiir,

daB 24B ‘—413'25—1}—‘ nicht zu ABY AD?' — A B* abgekitrat worden ist.

18. Nach der Berechnung xi-Biaini's ergibt sich die Formel:

AB ='|/‘“" — AD)/ADT-AG,

2 4 !
trigonometrisch:
2y sin ; =V2 — 2r VP~ it o — Y2+ — 973 cos &
der: ; _£=V_1—coaa
oder: sin 3 2

Die lformel nach dem zweiten Weg ist:

AB =V (4D=y4D'-4c* ) 4G,

4

die ebenfalls wieder auf die obige trigonometrische Formel fiilirt. —
Man beachte, daB bei den beiden Aufgaben 17 und 18 keiner der beiden
Sitze liber die gebrochene Linie zur Anwendung kommt.

19. Die beiden gegebenen Sehnen seien AB = s, und BG =s,, so
ftihrt die Berechnung er-BinGyis auf die Kormeln:

(r 2 (s _ %) iri—s} DEY 4 (aEn)
DE=V(’ +3)F-3) ~VAE AD =}/ DE* + (252)"
Fs ist nun, wenn die zu den beiden Sehnen gehérenden Zentriwinkel mit

« und f bezeichnet werden:
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in 2, Y= 8 oo 2 i, e b
$=2reing |/r'— -1 rcos g1 8y=2rein o, |/ 4= reos o

also DE == r cop % — r cos ; » mithin
AD —V(r cos % — r cos %)’-{- (r sin i;- -+ r sin i:-);' oder:
2¢ sin (E%E) —V?r' — 29 (cOI —';— cos % — gin % sin %) oder:

sin ("‘.;r_’) _V@.

21. Diese Aufgabe hat wie Nr. 20 keinen praktischen Wert fir die
Berechnung der Sehnen im Kreise, sie hat aber insofern ein Interesse
fir uns, als sie auf eine quadratische Gleichung fuhrt, die mit Hilfe der
ersten Eigenschaft der gebrochenen Linie sehr leicht geometrisch gelost
wird. Wir geben im folgenden die algebraische Lasung:

Es wei AB=z und By, AG=d und AB + B@ =3, 80 hat
man: 2+ y=35 und 2+ y' et
hieraus erhllt man fiir x und y die Werte:

s /3" & ’ a4
”‘-?+V7“7' 9“?"1/?—7'
die mit den Resultaten mr-Birtxnis fibereinstimmen.
22. Die Ldsung dieser Aufgabe ergibt sich sofort ans der zweiten
Bohauptung: AD? = AB. BG + BD?; hieraus folgt niimlich:

AD'—- BD? AD'— BD?
AB——F'_- und BG“—TB———“

In trigonometrischer Form heiBt die zweite Behauptung ttber die ge-
brochene Linie, wenn die Zentriwinkel der beiden Sehnen A D und BD
mit « bzw. § bezeichnet werden:

4¢3 gin’ % o 2r - gin (5-"&— 2r . 8in (5—;——- + 47 gin? -g

oder: .sin' % - gin (ﬁ%ﬂ) gin (9;_#) -} min? %:

hiersus ergeben sich die beiden Formeln:

in? % _gint £ in? 2 —gin? £
Y. am" lm', . fe— sin? 3 —sin® §
sin ( a ﬁ) i ("_—;_E) ’ sin ( 3 ﬁ) n (u-:-ﬂ)
23. Dies ist eine andere Losungsart von eL-Biatni fir die vorher-
gehende Aufgabs. Sowoh! die Berechnung fiir die Schne der Summe als
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die fir die Sehne der Differenz sind komplizierter als bei Asi Nase .
‘Irxe, fohren aber nach einfacher Umformung auf dieselben Formeln;
man begreift daher wirklich das Verfahren Ei-Biriisis nicht recht.

24. Boreichnen wir die beiden Bogen mit b, und b,, ihre Sehnen

mit 8, und 3,, eo fihrt die erste Berechnung fiir die Sehne der Differenz
auf folgende Formel:

Sehine (b, - b,) —'l/w - [m G+ ;" Ry )’J'

L

wie man sieht ein sehr komplizierter Ausdruck! Nun ist 8, = 2rsin ';—‘,

8 = 2r sin %; V"': 4 ey cos —:—, Vé-'.—rf!—’ = 7 cos g » Sehne (b, —b,)

== 2r gin (5%—’); diese Werte in die obige Formel eingesetzt, gibt:

9 sin (ﬁ%g) - 4 [2 e (r nin;- — y8in f;;)’—- (r cos% —r cos‘;).J :

r

was schlieBlich auf folgende Formel fihrt:

tin (45 =1/t - oo (59)

Anslog fubrt die zweite Berechnung auf die Formel:

sin (o_(%_g) —Vl — cos!? (Ei;f)
2b. Die Berechnﬁng fir die Sehne der Differenz filhrt auf folgende
Formel:

Sehne (b, — by) =1/ CET e

2r sin (259)

‘r‘nn'ﬁ . 4r®con? * 4rtein a . cos &
3 ! Yoin? & gt BT T
._l/ o -+ 47 gin 3 4% gin 3 o

Trigonometrisch:

- 2erin'% - cos? % + sin? .; — gin? —g — 2 gin % - cos %

Ersetzt man cos? ; unter der Wurzel dureh 1 — sin’%; 80 erhilt man
sofort:

sin (“—;—’) == gin % cos -—g — cos % gin %-

Wie man aus dem Gang der Ldsung ersieht, ist dieselbe jedenfalls
etwas verdorben; AsG Nuge will auf zwei Arten nachweisen, daB BQ@
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bekannt ist; die erste Art mit den Verhiltnissen ist nicht ganz klar, die
zweite ist ebenfalls nicht einwandfrei; der Beweis, daB BE = BZ, sollte
nicht erst am Ende kommen. Eigentiimlicherweise entapricht auch die
Berechnung gar nicht der Analysia; aus der Proportion: A D: A B «= 2y :der
Ergiinzungssehne von BD wilrde sofort folgen: AEéPJ-ELgF@'}.
die Berechnung aber gibt fiir AX den Ausdruck Y AD*— BDY .+ BZ%

Auch die zweite Berechnung (fitr die Sehne der Summe) ist jeden-
falls verdorben, es sollte dort wohl heiBen:

»Berechnung filr die Sehne der Summe: Addiert mau zu der vorhin
(bei der ersten Berschnung) erhaltenen Wurzel das erste zu Behaltende,
8o erhiilt man die Sehne der Summe.®

Und nun ist wahracheinlich zu dieser Berechnung folgender Zusatz
gemacht worden, von dem die ersten Worte weggefallen sind:

»Man kann auch kiirzer so verfahren:
Man multipliziere diegroBeraSehne usw.%
(das Folgende wie in der Ubersetzung).

Es ist schade, daB diese Losung der
wichitigen Aufgabe uns nur verstiimmelt
tiberliefert worden ist. Wis leicht ergibt
sie sich aus der Figur AsG Nasr’s, wenn
wir noch die beiden rechtwinklichen Drei-
ecke ADH und BDF {IFig. 60] hinein-
zeichnen, die den Dreiecken BD E buzw.
A D Eihnlich sind, und die konsequenter-
weise auch Au Nasr hiitte zeichnen
gollen. Man hat die beiden Proportionen:

BD:BE = 2r: DH (Erginzungssehne von 4D)
AD: AE = 2r: DF (Erginsungssehne von BD),

Fig. 60.

. BD-DH AD - DF
hieraus: BE = — R AE = —
und’ hieraus durch Addition:

. 4D DF
AB—BD DH  AD-DF

“oy 2r
und durch Subtraktion:

; - AD-DF BD-DH
AL — BE = B@ = 57 vl
d. h. in trigonometrischer Form:
o u g PI . B "
3r-uln-§ - 2rcos " 2r sin g " 2rcos

2r 2r

AB = 2r sin (1—2—) =
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. in (“TP) — sin © - cos £ S gin B
oder: sm( ﬂﬂ) sin ; - cos + cos g el o

und entsprechend die Forinel fiir B@ = 2¢ sin (“;ﬂ)

26. Da die Auflésung #hnlich der vorigen ist, so lassen wir ihre
Wiedergabe in Formeln weg. Wir begreifen sber nicht, warun xr-BisUxi
dus kitrzere Verfahren, das AsU Nagr am Schlusse erwithnt, nicht berick-
sichtigt hat; er hitte bloB noch von H aus die Senkrechie auf BD gzu
fillen gebraucht, um ein zweites zu Behaltendes in der viel einfacheren
Form

s YAioos geain 3 3

r r

1.'.5‘).1"..

zu bekommen. 8o hiitte er dann ebenfalls unsere heutigen Summen- und
Ditferenzformeln erhalten.

27. Hier kommt wi-Bia@T unseren einfachen Formeln schon wieder

niiber als in der vorhergehenden Aufgabe. Die Formel fir dia Sehne der
Summe heiBt nach der Berechnung:

Sabne G+ 3) = Y/a? = (32)'+ ot~ ()

in trigonometrischer Form:
. (a4
2r gin (—Tﬂ)

| PRy rtiat §artint
= ‘/47“ gin? ;;. — Ln—"rrr____'_ +l/4r’,lin' _g_ _ Artuia ,‘r.r sin? £
oder: sin (g_';ﬁ) —Vsin' —;(1 — gin? %) -+ |/ sin? g (l — gin? ;)
oa [} « . f
= 8In -3 - C08 ¢ -+ co8 4 sin T

Es ist dies dieselbe Formel, die Asi'L-Wari in teinem Almagest gibt.!)
28. Nach der Berechnung ist:

3y =V — r(s‘—;‘s —Vﬂr’ —rg, =y )2 ye.

Wie or am Schlusse éngt, finde man auch dasselbe nach den beiden

Losungen der Aufyabe 18, in denen die Eigenachaften der gebrochenen
Linie nicht benutzt sind.

1) Vgl. Casas px Viox im Journal asistique 19, p. 416 — 413,
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29. Hier wird die quadratische Gleichung
AD*=BD*+ AD-BD

mit der Unbekannten BD =s,, gelost nach der Formel:
S

IV T AD /7T . Venor

BD =}/ = - 2 s

Wir haben gesehen, daB die Abhandlung ki-Bininis verschiedene
Beweise und Losungen von Aufgaben enthiilt, die nicht ganz einwandfrei
sind, es sind dies die Beweise ¢) und w), und die Aufguben 9, 25 und 26
und einzelne Stellen in anderen Beweisen und Aufgaben. Finige dieser
Darstellungen mégen wohl deshalb fehlerhaft geworden sein, weil viel-
leicht Randnoten, von denen wir zwei in der ersten Halfte der Arbeit
getroffen haben, durch Abschreiber in den Text aufgenommen worden
sind; es scheint dies insbesondere bei der Aufgabe 25 der Fall gewesen
zu sein, denn der Beweis dafiir, daB, wenn die Sehnen zwejer Bogen
gegeben sind, auch die Sehne der Differenz dieser Bogen bekannt sei,
weicht mit seiner Herbeiziehung von Verhiltnigsen der Sehnen zum
Durchmesser so stark von den iibrigen Beweisen AT Nagns ab, daB
diese Hypothese sehr viel Wahrscheinlichkeit fir sich hat. Aber such
Auslassungen mdgen hier und da vorgekommen sein.

Es wiire nicht ausgeschlossen, daB die Abhandlung uns in dem
Leidener Manuskript nicht vollstindig erbalten wiire. In dem oben
zitierten Verzeichnis von xL-Birinis Schriften steht niimlich bei dieser
Arbeit bemerkt, sie umfasse 80 Blatter (waraka), wihrend die hier iiber-
setzte im Leidener Manuskript bloB deren 20 enthilt, allerdings recht
klein und eng beschrieben. Solange wir nicht ein zweites Manuskript
dieser Abhandlung auffinden, bleibt diese Frage eine unentschiedene;
freuen wir uns vorldufig ber das viele Schéne und historisch Wertvolle,
das die Abhandlung, wie sie uns erhalten ist, darbietet.
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