Abu Kamil over de vijfhoek en tienhoek

Vertaling van gedeelten uit het hoofdstuk over de wvijfhoek en de tien-
hoek uit het Boek van de Restauratie en Confrontatie (Kitab al-Jabr wa’l-
muqabala) van de Egyptische wiskundige Shuja® ibn Aslam Abu Kamil (ca.
900). De onderstaande fragmenten zijn vertaald uit het (unieke) Arabis-
che handschrift Kara Mustafa Pasa 379 in Istanbul. Verklarende opmerkin-
gen bij de tekst staan in de voetnoten, en cursief tussen de fragmenten in
vierkante haken [ |. De tekst is door de vertaler (J.H.) in genummerde
paragrafen verdeeld, de nummers staan ook in vierkante haken [1], [2] enz.
De algebraische vaktermen ding, kapitaal enz. zijn door de vertaler gecur-
siveerd. Toegevoegd aan het eind zign kopieén van de vertaalde bladzijden in
het manuscript, en van het begin van hoofdstuk 8 van de Practica Geometriae
van Leonardo van Pisa (ca. 1220): dit is vrijwel rechtstreeks uit Abu Kamil
gekopieerd.
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Figuur 1: de vijfhoek

[1] We beginnen met het uitrekenen van de grootte van de koorde van
één vijfde van een bekende cirkel uitgaande van de diameter. We maken de
bekende cirkel cirkel ABDEG. De diameter ervan is het getal 10, en dat is
lijn HE. In de cirkel is een gelijkzijdig en gelijkhoekige vijfthoek ingeschreven,
en dat is vijthoek ABDGE. Als we willen weten wat de afmeting van elke
zijde van deze vijthoek is, trekken we lijn GLD, dat is de koorde van twee-
vijfde van de cirkel, en we maken lijn ED een ding. Dan is bekend dat lijn
E'L een tiende kapitaal is omdat het product van ED met zichzelf gelijk is
aan het product van HE met EL. Lijn DL is de wortel uit het kapitaal minus
één tiende van één tiende van het kapitaal van het kapitaal. Lijn GL is gelijk
aan lijn LD, dus lijn GD is de wortel van vier kapitalen minus twee-vijfde
van één-tiende van het kapitaal van het kapitaal.
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[2] Het is bekend dat het product AB maal GD plus (dat van) AB met
zichzelf gelijk is dan dat van G D met zichzelf, omdat het product AB maal
GD plus AG maal BD gelijk is aan het product AD maal BG, en AG maal
BD is gelijk AB maal zichzelf en AD maal BG is gelijk GD maal zichzelf.
Nu is GD maal zichzelf vier kapitalen minus twee-vijfde van één-tiende van
het kapitaal van het kapitaal. Daarvan trekken we het product van AB met
zichzelf af, en dat is een kapitaal, de rest is drie kapitalen minus twee-vijfde
van één-tiende van het kapitaal van het kapitaal, dat is gelijk aan het product
AB maal GD. We delen drie kapitalen minus twee-vijfde van één-tiende van
het kapitaal van het kapitaal door lijn AB, dat is een ding, en we krijgen lijn
GD als drie dingen minus twee-vijfde van één-tiende kubus.

[3] Maar we hadden aangetoond dat lijn GD de wortel uit vier kapitalen
minus twee-vijfde van één-tiende van het kapitaal van het kapitaal was. Dus
vermenigvuldigen we drie dingen minus twee-vijfde van één-tiende kubus met
zichzelf, er komt negen kapitalen en één-zeshonderdvijfentwintigste kubus van
de kubus minus zes-vijfentwintigste kapitaal van het kapitaal is gelijk aan vier
kapitalen minus twee-vijfde van één-tiende van het kapitaal van het kapitaal.
Nu confronteren! we hiermee, dan komt er één vijfde kapitaal van het kapitaal
is gelijk aan vijf kapitalen en één-zeshonderdvijfentwintigste kubus van de
kubus.

[4] Deel alles wat je hebt door kapitaal, er komt vijf dirham en één-
zeshonderdvijfentwintigste van het kapitaal van het kapitaal is één-vijfde kap-
itaal. Completeer je kapitaal van het kapitaal zodat het een (heel) kapitaal
van een kapitaal wordt, en dat gebeurt doordat je het met zeshonderd vijfen-
twintig vermenigvuldigt, dus vermenigvuldig alles wat je hebt met zeshon-
derd vijfentwintig, dan komt er een kapitaal van het kapitaal plus drieduizend
honderd vijfentwintig dirham is gelijk aan honderdvijfentwintig kapitalen.

[5] Halveer de kapitalen, dat is tweeénzestig en een half, en vermengvuldig
dat met zichzelf, dat is drieduizend negenhonderd zes één-vierde, dan trek
daar drieduizend honderdvijfentwintig van af, er blijft zevenhonderd één en
tachtig en één-vierde over, de wortel daarvan afgetrokken van tweeénzestig
en een half, en de wortel van de rest daarvan, dat is lijn ED, één van de
zijden van de vijfhoek. Dat is wat we wilden aantonen.

! Abt Kamil past de beide operaties restauratie en confrontatie hier toe.
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Figuur 1: de vijthoek Figuur 2: de tienhoek
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Opmerking. In propositie 2 (facsimile-uitgave p. 137) bewijst Abu Kamil
dat de zijde van een regelmatige tienhoek in een cirkel met diameter 10 gelijk
is aan (in moderne notatie) 31& — 2%. Hij leidt dit af uit Figuur 2, waarin
AG-DH+AH-DG = AD-GH en AD-GH = GH? = AH?—-AG?* , AG = DH
zodat AH-DG = AH?*-2AG?*; AH = 10, AG de berekende zijde van de regel-
matige vijthoek, en GD de te berekenen zijde van de tienhoek. In propositie
8 volgt dan de zijde van de regelmatige vijftienhoek in de cirkel met diam-

eter 10 als \/15§+\/48+i+§’8+\/4+§+§+22—\/23+§+£8- Abi
Kamil geeft hiervan een benadering in sexagesimaalbreuken: 4°45'19”1" +
2°9'54"12" — 4°50/28"25" ~ 2°4'45" (facsimile-uitgave p. 146)
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Abu Kamil, Kara Mustafa Paga 379, f. 67b
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Abu Kamil, Kara Mustafa Pasa 379, f. 68a
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JIIL 207
Incipit distinctio octana de quibusdam subtilitatibus geometricis.

Cinevil, cuins dyamcter sit .10., uolo latus penthagonicum inuenire. Adiaceat circulus
abgde., et in ipso sit penthagonum cquilaterum ct cquinngnlum .abgde.; ct protra-
hatur in ipso corda anguli penthagonici .ag., nec non ct dyameter .Df. secans cor-
dam .ag. in duo equa ad punctum .c. Quare angulus JDca. cst rectus: ct proponam
dyametram .fb. 10., et latus penthagonicum .«b. rem; ct protraham lincam .af.; et
crit triangulus .Daf. orthogonium, cum sit in semicirculo .baf.; et est ab angulo recto
in basim cathetus ducta .zc. Quarc multiplicatio .fb. in .ch. est sicut ba. in sc:
multiplicemus crgo .ba. in sec, scilicet rem, ueniet census; quem diuidamus per fb.,

scilicet per .10., uenict pro .cb. 75 census : auferamus ergo quadratum 5 census ex

quadrato lateris .Da., scilicet ex censu quadratum ex .cb., remancbit pro quadrato

lineg .ac. census, diminuta 35 census census: et quia .ag. dupla cst ex .ac., erit

quadratum ex .ag. quadruplum quadrati ex .ac. Quare quadruplicemus quadratum

lineg .ac., et habebimus .4. census minus g5 census census pro quadrato cordg .ag.:

et quia in circulo .abgd. protractum est quadrilaterum .agde., erit multiplicatio .de.
in .ga. cum multiplicatione .gd.in .ea., sicut multiplicatio unius dyametrorum ipsius
quadrilateri in alium; et est unus illorum dyametrorum .ge., et alter .da.; et est unus-
quisque corum equalis linee .ag., cum unusquisque corum sit corda anguli pentha-

gonici : ergo multiplicatio .de. in .ag. cum .gd. in .ae. est sicut .ag. in se. Sed

¢x .ag. in se proucniunt .4. census minus % census census ; ergo ex .de. in .ga.,
i

ct ex .gd. in .ea. proucniunt .i. census minus 5y Census Census : de quibus si tol-
lamus censum, qui prouenit ex .gd. in .ae. , scilicet ex re in rem, remancbunt .3.
census minus 2 census census pro multiplicatione .de. in .ag. Quare si diuiserimus

.3. census minus o census census per rem, scilicet per .de., exibunt .3 res minus
4 cubi pro quantitate cordg .ga.: multiplicemus ergo .3.res minus g3 cubi in se,
ucnient .9. census et -& cubum cubi minus 5 census census, que cquantur .4. cen-

23 25
sibus minus £ census census. Addamus ergo utrique pm-ti?—“,- census census, et tol-

25
lamus ab utraque parte .4. census, remancbuat .5. census et g cubi cubi equales 5°
census census : dinidamus -nunc hec omnia | per censum, et ucnicnt .5. dragme, ct =5
census census equales 3° census : reducamus itaque hec omnia ad censum census ;
ct est ut multiplicemus ca per 625, ct erunt census census, et 3123 dragme equales
.125. censibus : multiplica ergo medictatem censuum, que est 3 62, in se, uenient § 3906;
de quibus abice .3125., remanebunt §781; quorum radicem abice de % 62., remanchunt
362, minus radice de i 781. pro quantitate census, radix quorum est res, scilicet latus
penthagonicum. Aliter 4 dyametro .b.f. accipiamus centrum k., et addamus super
semidyametrum .DA. quartam eius, que sit .Ai., et erit tota .bi. t6.; etsicut in ter-
.tio decimo EvcLivis demonstratum est, erit sicut .bi. ad .ic., ita .ic. ad .ik. Quare
est sicut prima .bi. ad tertiam .Zk., ita quadratum lineg .bi. ad quadratum lineg

«ci.:est enim .bi. quincuplum ex .ih. Quare quadratum ex .bi., quod est {5 39,

16
¢est quincuplum quadrati .ci. Ergo .ci. est radix de $3 7. ; qua ablata ex .Di. rema-

nent 4 6. minus radice de 4 7. pro quantitate lineg .be.: et quia estsicut .fb. ad
ba., ita .ba. ad .be.; erit multiplicatio .ba. in se sicut multiplicatio .fb. in be.:

est enim bf. 10.; que si duxerimus in .bc., scilicet in 4 6. minus radicc de £
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fol. 134 recto.

« .a

c. Qure
recto, lin.

.. census pro » (fol. 134

10-18; pig. 207, lin. 8-14).
a

fol. 134 verso.

« reducamus

itaque .o tertio decimo »

(fol. 134 verso , lin. 2-9 ; pag. 207,
lin. '30-37).
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208 .DIS
. ucnient pro quadrato lineg .ba. 4 ¢2. minus radice de &7st., quornm radix est latus

Pcmhagouicum .ab., et est radix residui, quod est 4 radice 4 781. usque in % 62.; quo-

rum residuum est parum plus de L34, cuius residui, secundum propinquilatem, vadix
ooren. Tim ultions ' margine inferiores st .6. minus §; ct hec est quantitas .ab. secundum propinquitatem.
pag. 208, lin. 46 o 47). Et si uis habere notitiam lateris decagoni cadentis in circulo, cuius dyamcter sit
[3 ¢ .10. Et dinidatur arcus semicirculj abef. in quinque portiones cquales, que sint .ab.
be. cd. de. ef.; et protrahantur in cis recte .ab. bc. cd. de. ef., et crit unacueque
ipsarum latus decagoni ; ct copulentur recte .ac. ct .df. , et crit unagqueque ipsa-
rum latus penthngoni; ct producantur recte .ad. et .cf.: et quoniam equalis est arcus
.ac. arcus fd., comuniter adiaceat arcus .cd., erit tunc arcus .acd. equalis arcui .cdf.:
@ quare recta .ad. equalis est recte .cf.+ in circulo quidem .abg. constitutum cst (ua-
drilaterum .cafd., et in ipso protrecti (sic) sunt duo dyametri ipsius quaduilateri .cf. et
.ad. Quare multiplicatio .af. in .cd. cum .ac. in .fd. est sicut cf. in.ad.: sed cf.
in .ad. est sicut .cf. in se: his itaque intellectis, propone rectam .cd., que est latt
decagoni rem , et multiplica eam in .af., scilicet in .10., uenient .10. TCS; (uibus
adde id quod prouenit ex .ca. in .df., hoc est ex .ca. in se; quod inuenimus superius
fl. 435 recto.  esse & 62. minus radice de §781., | erunt .10. res et dragme § 62. minus radice § 781., que

equantur quadrato lineg .cf.; cui superadde quadratum lateris .ca., quod est § 62.

minus radice 4 781., erunt .10. res et 125 dragme minus .2. radicibus de § 781,
que suntuna radix de 3125., que equantur .100. dragmis, scilicet quadrato dyametri .af.,
cum angulus fca. sit rectus: est enim angulus .fca. in semicirculo .abf.: adde ergo
utrique parti radicem de 3125., et tolle ab utraque parte .125., remanehunt .10. res equa-
les radici .s125. minus .23. dragmis. Quare radicem .3125. minus 23. diuide per .40,

et uenient radix 4 3i. minus dragmis L 2. pro quantitate rei, scilicet pro latere .cd.

« hoc est ... .x.v% 781, » (fol. 124

< Aliter inucniam .
(fol. 135 recto,
lin. 26-35).

uadrata linearum »

1015, pag. 208, decagonico.

Aliter inueniam latus dccagoni: et penthagoni per dyametrum notum. Sit rursus dya-
meter circulj .abg. 10.; et accipiatur centrum cius, quod sit .. ct ad rectos angulos
trahatur recta .ig. et diuidetur .if. in duo equa ad punctum /f. et protrahatur recta
.gh., cui iaceat cqualis recta Jul.; et copuletur recta .gl. Dico .il. esse latus deca-
goni, et .gl. latus penthagoni cadentium in circulo .abfg. Quod sic probatur: Quo-
niam recta .fi. diuisa est in duo equa in puncto k., et .ei. addita est recta (il erit
multiplicatio .iZ. in .fl. cum uadrato lineg .ih., sicut L. in se. Sed recte Il equa-
lis cst recta .gh.; ergo i in .fl. cum L. in sc est sicut .hg. in sc. Sed kg

b

se est sicut .gi. in se et ih. in se; ergo .il. in fl. cum quadrato lineg il
sicut quadrata linearum gi. et dh. comuniter auferatur quadratum lineg ih., re-
manebit .il. in fl. sicut quadratum lineg .gi. Sed recte .gi. cqualis estrecta fis
g ergo superficics il in .fl. cst sicut fi. in se. Quare proportionaliter est ut Af. ad
fi., ita .f.i. ad L linca ergo .fl. diuisa cst media et extrema proportione; ct est
maior pars, scilicet fi. latus scilicet exagonicum. Quare minor pars .il. erit latus
decagonicum, ut in Evcuios habetur: et quia latus penthagonicum potest super latus
exagoni et decagoni; ct cst .g-i. latus cxagonicum., et .il. latus decagonicum, erit
quippe recta .gl. latus penthagonicam. Et ut lhec operentur in numeris, sit dyameter
.af. 10.; quare .gi. erit .5 ct ih. erit 4 2. ct ducamus .gi. in se, ct .fh. in s
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