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Die Erbteilungsantgaben bei Muhammed ibn Musa Alchwarazmi.
Von H, WieLerrser in Augsburg.

Nachdem M. Cantor im 1. Bunde seiuer Vorlesungen dber Geschichle der
A athematik die allgemeineren Teile der Alyebra des Mubhammed ibn Musa
Alchwarazmi') (verf. um 825 n. Chr.} besprochen hat, fihrt er weiter?): , Nuu
kommt ein letzter wieder ganz verschieden gearister Abschnitt, an Lénge ziem-
lich genau die Ililfte des ganzen Buches ausmachend und dadurch den Beweis
liefernd, dall in den Augen des Verfassers bier wobl der Bchwerpunkt seiner
Aufgabe liegen nochte. Es bandelt sich um die ungemein verwickelten, wmn
nicht zu sagen verworrenen Bestimmungen iiber Erbrecht, tber Freimachung
von Sklaven und dergleichen ..., Dieser Abschnitt der Algebra ist also ava-
. bisch dureh und durch und ist als Grundlage zahlreicher spiterer besonderer
Schriften zu betrachien, welche geradezu von den Erbteilungen und den
dubei vorkommenden Rechnungen ausschlieflich handeln.*
"Frotz der Wichtigkeit, die dem bezeichneten Abschnitt hienach doch nicht
Lio8 vom erbrechtlichen, sondern auch vom mathematisch-historischen Stand-
punkt zokommi, but Cantor ihn iiberhaupt nicht durchgesehen und auch sonst
ist bis vor kurzem?®) nirgends etwas dariiber gesagt worden, Der Grund hiefiir
leuehict ein, sobuald man sich an das Studium dieser Rechnungen macht: sie
sind wirklich nicht leicht zugiinglich und erfordern, will man in sie eindringen,
trotz der Anmerkungen Rosens, der im Jahre 1831 den Text arabisch und
englisch heransgub, ein mehrwochiges Studium, vor dem wohl den Heraus-
geberu groBerer Geschichtswerke des Zeitverlustes wegen bange war. Da die
Aufgaben aber nicht uwur hisloriseh interessant sind, sondern auch eine Reihe
vou Beispielen mit wirklich neuen Grundgedanken fiir den heutigen Unterricht
in der etwas vernachlissigten Rechnung mit gemeinen DBriichen liefern, will
ick hier eine gedriingte Ubersicht davon geben.

L

Der ganze Abschnitt zerlillt in zwei Teile von ziemlich gleicher GroBe.
Der erste ist dberschrieben ,Uber Vermichtnisse® und enthilt lauter einzelne
Aufgaben iiber Erbteilung, die in Gruppen eingeteilt sind und gliicklicherweise
im allgemeinen nach ibrer Schwierigkeit fortschreiten. Da aber die gesetzlichen
Bestimmungen, auf denen sie beruben, erst aus der Losung hervorgehen, ver-

1) Dio richtige Umschreibung des Nameuns ist: Mubammad il Miasa Alhwirazi,
wobei das z den stimmhaflen s-Laut Ledeutet,

#) 8. Aufl, Leipzig 1907, 8§, 728.

#) J. Rueska hat in seiner 125 Seiten sturken Arbeil ,Zur dltesten arabischen
Algebra und Rechenkunst (Sitz.-Ber. Ak. Wiss. Heidelb., phil -List. K1, Jahrg. 1917,
2. Abb.; vgl. meiven ausfiibrlichen Bericht in den Unterr-Bl Math. Nat. 24, 1918,
8. 8—10) auch dic Erbteilungsnufgaben bei Alehwarazmi grundsiitslich beriick-
sichtigt.

Zuitechr. . wmethonm. w. naturw. Untere, T11] 5
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bliffen die Aufgaben hiufig. Dies ist schon bei der ersten Aufgabe der Fall
die lsutet (8. 86): '

nEin Mann stirbt und hinterliBt 2 Sthoe. Einem anderen Maone ver-
macht er { seines Kapitals. Er binterlaBt 10 Dirbem an Vermigen und eine
Schuldforderung von 10 Dirhem gegen einen der Sihne.*!)

Nach unseren Begriffpn wiirde nun doch der eine Sohn seine Schuld von
10 Dirhem zu bezahlen haben und dann hitte die Teilung der 20 Dirhem vor
sich zu geben, von denen der Fremde { und jeder Sobn 4 bekime. Nicht so
denkt der Araber. Nach dem Wortlaut der Léseog muB der Sohn-Schuldper
nwr so viel in die Masse geben, als sein Anteil bei der Teilung betrtigt. Uber-
setzen wir die Losung aus dem Wortlaut in unsere Zeickensprache, so lautet sie
demgemiB:

Aug der Schuld werden x Dirhem zum Vermdgen hinzugegeben. Dann hat
to
man zu setzen ;[(10+L)—§(10+x)1=ﬂ:
und es ergibt sich z = 5.

Der Sobn-Schuldner muB also 5 Dirhem herausgeben, die er wieder erhiilt, sein
Bruder erbiilt wie auch der Fremde 5 Dirbem aus dem NachlaB.

Die Aufgabe wird hierauf leicht dahin verindert, da8 NachlaB und Schuld-
forderung an einen der Sthne wieder je 10 Dirhem betragen und duB der Erb-
lasser einem Fremden { seines Vermdgens und noch 1 Dirhem vermacht. Der
Ansatz lautet, gegen oben noch etwas vereinfacht

310+ 2) ~ 1] ==

Es ergibt sich 2 = 63. Eine zweite Ablinderung Jautet auf drei Sthne und ein
Vermiichinis von § des Vermbgens weniger 1 Dirhem an einen Fremden, 10 Dir-
hem Hinterlassenschaft und 10 Dirbem Schuldforderung an einen der Sohne.
Es ergibt sich fiir jeden Sohn z = 4} Dirhem.

AL

nBine andere Art von Vormichtnis“ ist folgendes (8. 89):

»Ein Mann stirbt, hinterliBt scine Mutter, sein Weil, zwei Brider und
zwei Schwestern. Einem Manne vermacht er  seines Kapitals." Gesucht ist
offenbar nur das Verteilungsverhiltnis. Aus den folgenden Beispielen geht her-
vor, daB einer Mutter §, der Witwe § des Restes (nach Abzug des Legates an
den Fremden) gebiibrt. Uber die Britder und Schwestern ist nichts bestimmt.
Alchwarazmi sagt gleich, daB er von 48 Anteilen ausgehe. Diese Zahl erbilt
mwan in der Tat nach Multiplikation vor 6 und 8. Diese 48 Teila sollen § des
Kapitals vorstellen. Demzufolge nimmt Alchwarazmi | von 48, d.1i. 6, und
78hlt dies zu 48, gibt 54. Der Fremde erhiilt hiervon 6 Teile ucd ,die ibrig
bleibenden 48 miissen nach den gesetzlichen Anteilen verteilt werden. Die
Mutter wiirde also 8 Teile, die Witwe 6 Teile, die Geschwister zusammaen

34 Teile erhalten. Sollte nicht die ursprilngliche Zahl 48 wegen der Anteile

1) Rosens Ubersetzungen sind hiufig nicht genau genug, Herr Rusksa batte
dis Freundlichkeit, die meinigen mit dem arabischen Text selbst zu vergleichen.
wDirhem* (dasselbe Wort wie ,Drachme*) ist die gewsholiche Minzeinheit bei den
Arabern, etwa = 1 Frank.
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fiir die Geschwister notig sein, so wiirde es geniigen von 24 auszugehen, d. h.
das ganze Kapital gleich 27 zu setzen.

Zur selben Art gehort: ,Eine Frau stirbt, hinterlift den Ehemann, einen
Sohn upd 3 Tichter und vermacbt einem Manne ! und I ibres Kapitals.”
Hier ist zu bemerken, duB der Ehemann 1 des Restes, ein Sobn aber doppelt so
viel als eine Tochier erhilt. Alchwarazmi geht aus von der Zahl 20, die in
der Tat mit 4 und mit 5 teilbar ist. Dann sagt er gleich, man solle das zu-

grunde gelegte Kapital um 12 vermebren. Es ist nimlich § + § = 1% und die

angenommenen 20 Teile sind also als #1 des ganzen Kapitals zu betrachten.
Da aber 20 mit 41 picht teilbar ist, erweitert Alchwarazmi seine Grundzahl auf
20 - 41 = 820 und erhilt als Zahl fiir das Gesamtkapital 820 4 20-15 =1120.
Hieraus sind die Teile leicht zu nehmen, nachdem 300 fiir den Fremden wieder
abgezogen sind. Die Aufgabe moderner zu fibren, kann ich ja woll dem Leser

iiberlassen.

I11.

Nun kommt wieder ,eine andere Art von Vermichtnis®, die sebr eigen-
Liimlich ist (8. 91): ,Eine Fran stirbt und binterliBt ihren Gatten, ihre Mutter
und einen Sohn. Sie vermacht einer Person £ und einer anderen  ibres Kapitals.
Die zwei Legate legt sie zusammen jhrem Sobne auf, ihrer Mutter aber eine
Halfte, ibrem Gatten nichts als 3. Zur Erlauterung gibt Alchwarazmi selbst
folgende Gesetzesbestimmung an: ,Ist einem der Erben mehr als } des Legates
auferlegt, so geht das gegen ihn hinein in seinen Anteil; aber auch wenn nichts
auferlegt ist, ist [er] belastel mit dem Drittel (gegen ihn) in jedem Fall.*

Ich glaube nicht, daB man aus dieser Erliuterung allein ohne genauere
Kenninis des arabischen Erbrechis klug werden kann. Aber der Gaug der
Losung zeigt, daB hier z. B, der Witwer 1 seines Anteils zum Legat beistenern
muB, die Mutter 1 ihres Anteils, der Sohn aber, da ibm das Ganze auferlegt
wurde, 3 + 1 == 33, aber such wieder nur von seinem Anteil, den er ohne Legate
erhalten wiirde. Es ist klar, daB die fremden Personen auf diese Weise nicht
2t dem ganzen Legat (d.i. )7 des ganzen Kapitals) kommen, Aber vielleicht
wollte der Gesstzgeber durch die sonderbare Auslegung eben verhiiten, daB den
rechtinifligen Erben zu viel entzogen wurde.

Der Gang der Rechnung ist nun s0. Alchwarazmi geht aus von der
Zahl 12; davon wiirde, wenn die Legate nicht wiiren, der Sohn 7, der Witwer 3
und die Mutter 2 erbalten. Nun beginnt er die Verteilung, sieht aber gleich,
daB es nicht aufgeht. Er nimmt daber die Zahl 240. Die Verteilung ist dann

folgende: Gatte selbst 40, zum Legat 20,
Mutter ,, 20, ., o 20,
Sohn ,, 49, . 91,

Gesamtlegut 131,

Die 131 Teile werden nun im Verh#ltnis von #: 4 == 8:5 geteilt und der eine Legat-
nebmer erhilt & von 131, der andere & Da dies wieder nicht aufgeht, riit
Alechwarazmi die Teile von 3120 (= 13 - 240) zu nebmen. In Wirklichkeit
bitten die beiden Legatare 240} = 156 Teile statt 131 bekommen sollen.

Alchwarszmi variiert sofort das Beispiel. Dem Sohn soll lediglich die
Zablung der 1 fiir die eine Person (wir wollen sagen A), der Mutter die Zah-

5*
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lung des i fir die zweite Person B auferlegl sein. Dann muB der Gatte wie
vorhin { seines Anteils abgeben, das aber auf A und B im Verhiltnis 8:5 ver-
teilt wird. Auch die Mutter muB § ihres Anteils in derselben Weise verteilen.
Davon bekommt A 1.8 = & Baber 3+ = f{‘. B erhalt dann auBerdem noch,
was zu seinem } fehlt, also noch { —- 5= it des Anteils der Mutter. Der
Sohn muB ebenfalls } seines Anteils auf beide Legatare verteilen. A erhilt aber
von ihm auBerdem § — § = 3%, Wolle man die Teile der Erbschatt ganzzahlig,
so miisse man von der Zahl 964 080 ausgehen. Diese Zahl ist nicht rechi er-
klirbar.)) Auf alle Fille sind diese beiden Beispiele sehr eigenartig.

Iv.

Jetzt folgt eine Gruppe von Beispielen ,einer anderen Art von Vermucht-
nissen®, die wieder leichter verstindlich und recht interessant sind. ,,Ein Mann
stirbt und hinterlaBt sein Weib und 4 Sthne; einem Manne vermacht er so viel
als den Anteil eines Sohnes vermindert um den Anteil der Witwe."* Alchwa-
vazmi geht von der Zahl 82 aus; denn die Witwe erhult § und der Rest muf
durch 4 teilbar sein. Die Witwe erhilt hienach 4 und jeder Sohn 7, der Fremde
also 3 Teile. Diese sind, da 32 els Rest nach Abzug des Legates zu betrachten
ist, zu 32 hinzuzuzihlen, so daB das Gesamtkapital gleich 35 gesetzt wird
Wem diess arabische Losung nicht zusagt, der mag otwa den Anteil der Witwe
mit 1(k — x), den jedes Sohnes mit ;(k — x) bezeichnen®); dann ergibt sich die
Gleichung 3(k—2) ==,

o ‘gsk’

und man sieht, daB es zweckmiBig ist k — 35¢ zu setzen.

Die Aufgabe wird sofort in der Schwierigkeit gesteigert. Wenn der Erb-
Insser 2 Sthne und eine Tochter hinterliBt und einem Fremden so viel vermacht,
als der Anteil eines dritten Sohnes wire, wenn einer vorhanden wire, o nebme
man als Kapital 35, damit man sowohl mit 5 als mit 7 teilen kann. Ein
dritter Sohn erhielte 3 davon, d.i. 10, und dies zihle man dazu, so daf 45
als Gesamtkapital! genommen werden muB. Jeder Sohn erhiilt dann 14, d.i.
1. (45 —10), die Tochier 7, der Fremde 10.

Weiter, wenn ein Mann die Mutier, 3 Sthne und eine Tochter hinterliBt
und irgendeinem so viel vermacht, ais der Anteil eioes Sohnes weniger den
Anteil einer etwaigen zweiten Tochter betriigt, dann gehe man aus von der
Zahl 336. Bei 8 Bbhnen und einer Tochter muB n#mlich, da die Mutter ¢ er-
hiilt, mit 42, bei 3 Sthnen und 2 T8chtern mit 48 geteilt werden und 336 ist
das kl. g. V. von 42 und 48. Im ersten Falle erhilt ein Sohn ij - 336 =~ 80,
im zweiten Falle eine Tochter & - 836 = 35. Der Fremde bat also 45 zn be-
kommen, so dab als Gesamtkapital 381 zu nebmen ist.

Besonders verzwickt ist das letzte Beispie! der Gruppe, bei dem auch
Alchwarazmi nicht okne Gleichung auskommt. Wenn der Mann 3 S8hne hinter-
148t und einem Fremden so viel vermacht, als der Anteil eines Sohnes betrigt,

1) Nach Rosen miiBte sie 15.9360 sein. Sie ist aber 108 . 9360,
(9360 = 5-9-13.16).
2} k == Kapitel, = = Anteil des Fremden.
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weniger den Anteil einer allfiilligen Tochter, plus 1 von dem, was daon noch
zn § (des Kapitals) fehlt, so gehe aus von der Zabl 21, damit mit 3 und mit 7
geteilt werden kann. Im Falle einer Tochter wiirds diese 3, jeder Sohn aber,
wenn keine Tochter da ist, 7 erhalten. Der Legatar erhult also zundchst 4
oder }x, wenn wir den Anteil eines Sobnes mit x bezeichnen. AuBerdem erhilt
er noch (3% — 4z). Lieht man dies alles von % ab, so bleibt $& — &z und
dies muB gleich 3z gesetzt werden. Nun erhilt man x = £ .1k und man er-
kennt, da8 zweckmiiBig k = 213 gesetzt wird, woraus £ = 56 und die beiden
Legate als $z = 32 und (71 — 32) = 13 hervorgehen.’)

V.

Nun folgt wieder eine Reihe von Aufgaben, die offenbar aus einer anderen
Rechtsschule stammen, denn hier werden einem Witwer i’-’i, der Mutter 'ils des
Restkapitalse zugesagi. , Eine Frau stirbt und hioterldBt ihre Tochter, ihre
Mutter und ihren Gatten. Einem Manne vermacht sie so viel als den Anteil der
Mutter und einem andern 1 ihres ganzen Kapitals.* Nennt man die 13%! des
Restes ¢, so steht die Rechnung folgendermaBen: Die Legate hetragen 2¢-+ 1%,
also erbilt man AL 9¢ = 13¢

9

und hieraus k= 16 3¢ Am besten bestimme man die Teile, indem man die ganze
Erbschaft in 135 Teile zerlegt denks (¢ == 8).

Hat die Frau aber ein Legat ausgesetzt, so groB wie der Anteil des Gatten
plus 4 und ;| des Kapitals, so erhdlt man ghnlich

k- 4907" — 3¢ = 13¢
und hieraus k= 40-;—?t

oder k= 640 filr ¢t = 31. Das iibrige ergibt sich von selbst.
Wiederum seien die Erben dieselben, aber die Frau vermacht einer Person
so viel als den Anteil des Gatten weniger § und ;5 dessen, was vom Kapital

9
fibrig bleibt nach Abzug dieses Anteils, Man hat den Ansatz

k— 3¢+ §3(k — 38) = 13¢

und erhiilt k¥ = 381/ Fiir ¢ = 109 geht alles auf.

Im niéichsten Beispiel, das nicht ganz zu den vorherigen paBt, soll jemand
% Behwestern und sein Weib zuriicklassen und einer anderen Person so viel als
den Anteil einer Schwester weniger } des nach Abzug des Legates bleibenden
Kapitalrestes vermachen. Jede Schwester (und offenbar auch die Ehefrau) soll
1 des Restes erhalten. Bezeichnen wir das Legat mit I, so ist demmnach

P 10— 1) + 40— D)

Das ergibt & = 54/, und setzi man k = 29, so ist /| = 5 und jede Schwester
arhilt 8.

1) Den dritlen Teil von # setzt Alchwarazmi gleich 4 4 § - 4, entsprechend
bezeichuet er auch J zunkichet ale § 4 3 -} (natiirlich alles in Worten geschrieben).
8

Die Gleichung epricht er so ane, ala ob sie geschrieben wiire 3 k — -% # = 3z, dann

$k = 83 und jetst nimmt er L jeder Seite und »4blt cs dazu, so daB er erhiilt

k m 3:—2&2, worauf er z = 66 wiihlt.
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VL

Die niichste Gruppe von Beispielen (S. 104 ) bietet ung nicht viel Neues.
Ich werde sie demgemiB kurz behandeln, wihrend Alchwarazmi alle Beispiale
gleich ausfihrlich durchrechnet.

nBin Mann stirbt und hinterliBt 4 Séhne. Einer Person vermacht er so
viel als den Anteil eines Sohnes, einer andern § des Restes, der von 1 des Kapi-

i
tals bleibt nach Abzug des ersten Legates. Sobnteil = z. Ansatz:

=2+ 1k —2)] = 42

Hieraus z = 11 fiir k = 57. Die zweite Person erbilt 2.
Wiederum sind 4 Sthoe da und ein Fremder erhiilt einen Sohnteil weniger

i des Restes, der von § des Kapitals bleibt nach Abzug des Anteils. Sei dieser
= z, 50 lautet der Ansatz:

k—{z— L3k —2)] = 4z

Es ist fiir & = 39 2 = 8. Der Fremde erhalt 7.

Es sind 3 Sthne und eine Tochter da. Eine Person, wir wollen sagen A,
soll einen Tochterteil erhalten, eine andere B § und { von dem Rost, der von
§ des Kapitals bleibt nach Abzug des ersten Legates. Dieses sei z, dann hat man

k=[z+ 51k —a)] = 7=

ks ergibt sich x = 188, k = 1603,

Wiederum sind 3 Sibne und eine Tochter vorhanden. Ein Fremder A soll
sinen Tochterteil erbalten, ein anderer B { und } des Restes, der zu I des
Kapitals fehlt nach Abzug des ersten Legates. Ansatz:

F—{o+ Z(3k—2)] =17z

PFiir 2 = 82 wird £ = 755.
Die Erben seien dieselben wie vorhin. Ein Fremder erbilt einen Schnteil
1

weniger § und 3 des Restes zu | des Kapitals nach Abzug des Sohnteils. Wenn
der Tochterteil = x gesetzt wird, so lautet die Gleichung

E—{22— §Qk - 22)] = Tz

Fir # = 54 wird & = 495.

Nun kommt eine verwickelte Erbschaft, die aber in demselben Gedanken-
kreis liegt. Es seien 2 Sshne und 2 Tochter hinterlasgen worden. Ein Fremder
A poll einen Tochterteil erbalten weniger § des Restes zu 1 des Kapitals nach
Abzug des Tochterteiles, oin anderer B einen Tuchterteil weniger I des Restes
zu § des Kapitals nach Abzug von allem vorigen, ein dritter G } eines Sechstels
des ganzen Kapitals. Sei der Tochterteil = =z, so erbilt

A) & ; %’k - .'J:),
B) » — {3k - (22 — { Gk — D)),
C) &k
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Die Legate zusammen geben 4z — XLk und die Gleichung lautet
k+ Lk— %z = 6.

Hieraus wird fir =67 k=356. Alchwarazmi gibt die dreifachen Werte an.

Wieder 2 S6hne und 2 Téchter. Ein Fremder A soll einen Tochterteil er-
halten plus 3 des Restes zu  des Kapitals nach Abzug des Anteils, ein anderer
B einen Tochterteil plus 1 des Restes zn § des.Kapitals pach Abzug des
Tochterteils.!) Der Ansatz ist

k—[z+ Ltk —2) + (2 + jGk—2)] = 6=

Man findet k = 448 filr x = 51, wihrend Alchwarazmi wieder je das Drei-
fache angibt.

Noch ein Beispiel derselben Art. Esseien 6 Sohne vorbanden. Ein Fremder A
soll einen Sohnteil erhalten plus + des Restes zn } des Kapitals nach Abzug
des Sohnteiles, ein anderer B einen Sohnteil, weniger 4 des Restes zu § des
Kupitals nach Abzug alles Vorhergehenden. Ein Sohnteil sei z, so erhalt

A) z+ (3K — ),
B) z — {[3% — (2= + 33k — )]
Die beiden Legate zusammen geben 25z — J;k und die Gleichung lautet

woraus fir 2 = 49 £ = 396 hervorgeht.

VIL

Was nun folgt, ist wieder bemerkenswerter. Der Abschnitt ist #berschrieben
wUber das Vermichtnis mit dem Dirhem" (S. 116} und die erste Aufgabe laatet:
,Ein Mann starb und hinterlieB 4 Sthne und vermachte einem Manne ebefaso-
viel als den Anteil eines von ihnen und § von dem was bleibt von dem Drittel
(des Kupitals) und einen Dirhem.” _

Es sei der Sohnteil mit #, der Dirhem mit A, das Kapital mit & bezeichnel.
Daun ist das Legat gleich z + §(3% — ) + A und die Gleichung lautet

E—[z+3(3k—=z) + A] = 42z oder Ur =43z + A,
hieraus k=56lz+ 1LA.

Die beiden letzten Gleichungen spricht such Alchwaruzmi in dieser Weise aus.
Nun sagt er, wenn man den Dirhem ganzzahlig?) darstellen wolle, so milsse man
(wenn ich den Text etwsas kiirze) das Kapital gleich 11 Dirhem nehmen, dann
ergobe sich z = ZHA. Wolle man aber den Anteil z ganzzahlig darstellen, so
milsse man das Vermégen vervollstindigen und dann ergiinzen, indem man d.en
Dirhem gleich 11 vom Kapital nehme. Was der Verfasser hier meint, erscheint
nicht klar. Vielleicht liegt in dem letzten Satz ein Fehler der arabischen Hand-
schrift vor. )

Es folgen noch drei #haliche Beispiele, Dag eine lautet dahin, daB der
Erblasser 5 Sthoe hat und einem Fremden ein Legat sussetzt, das besteht aus

1) Das Beispiel erscheint uns einfacher als das vorige. Dem Araber bot es
aber insofern etwas Neues, als das erste Legat ,durch daas Drittel”, das zweite
ndurch das Viertel des Kapitals'* bestimmt war. . " Lo

2) Arab. sahih; die Rosenache Ubereetzung ,,distinctly" ist kaum richtig.
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sinem Dirhem, einem Sohnteil, ; des Restes zn 1 (des Knpiﬁls nach Abzug- des
Sohnteils), ¢ des Restes zu § (des Kapitals) nach Abzug alles Vorigen und noch
einen Dirhem. Die einzelnen Teile dieses Legates sind

O,z 33k —a3), Hit—-A—2z—13k—2)), A

Diese geben zusammen :k + -}-x + :_ A
Das fihrt zu der Gleichung Sk = 51z + 1 1A
oder E=63x+4+ 2LA

Es kommt also hier immer nur eine Beziehung zwischen den 3 Griiben k oz, A
heraus, die Alchwarazmi dann, wie es scheint, willkiirlich versinfacht. In
di.esam Falle, sagt er, solle man jeden Anteil, also z, gleich 10 Teilen und einen
Dirhem ebenfalls gleich 10 Teilen nehmen. Dann sei das Kapital gleich 87 Teilen.
Wolle man aber den Dirhem genzzablig darstellen, so nehme man 1% = T1A,
Mit diesem Wert wiederbolt Alchwarazmi die ganze Rechnung und erhilt
natirlich 2 = 3L A,

Im dritten Beispiel sind 4 Sobne vorhanden. Ein Fremder A soll einen
Sohnteil erhalten, weniger 1 des Restes zu 3 (des Kapitals) nach Abzug des
Anteils und einen Dirhem. Ein Fremder B soll erhalten L von dem was zu 3 (des
Kapitals nach Abzug alles Vorhergehenden) fehlt und einen Dirhem. Man hat

Az — 3k —2) + A,
B) 303k~ o+ J(Hk— o) — A1+ A,
A+B) 4kt isiA
Daraus die Gleichung Lk=43z 412 A

Jetzt pimmt Alehwarazmi wieder willkiirlich £ =17 und A =17. Dann ist
k=117. Wolle man den Dirhem ganzzahlig darstellen, so solle man verfabren
wie er gezeigt babe. Das ist etwas sibyllinisch. ‘

‘ Wenn einer 3 Séhne und 2 Tochter hinterltBt, so lautet das letzte Beispiel
dlfaser Art, und er einer Person, wir wollen sagen A, einen Tochterteil und einen
Dirhem vermacht, einer anderen B 1 des Restes su 1 (des Kapitals) nach Ab-
zug des ersten Legates plus 1 Dirhem, einer weiteren C 1 des Restes zu I (des
Kapitals) nach Wegnahme alles Vorhergehenden, und einer vierten Person D 1 des
ganzen Kapitals, unter der Bedingung, daB alle Legato auf die Erben ims all-

gemeinen verteilt werden'), so stelt die Rechnung folgendermaBen:
4) 2+ A,
B) 11k — (= + A)] + A
0) 1[4k — (k + f2+ £ A)] +

Wb+ a3,

D) ik,
Summe: J3k + ¥z + 20 A -
Also ergibt sich k=38 iz 420 A

Alchwarazmi spricht diese Gleichung ebenfalls aus. Aber zunfichst rechnet
er picht allgemein, sondern er sagt, in einem solchen Falle sei es besser, die

Igtl)iese Voraussetzung wurde bei den anderen Beispielen offenbar stillachweigend
gemacht.
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Dirhem ganzzablig darzustellen, und er nimmt ohne weiteres das Kapital «u
24 Dirhem an. Er findet dann in der Tat z = 1142 A fiir einen Tochterteil.
Dann sagt er, wenn man die Anteile ganzzahlig darstellen wolle, so rechne man
so und 80, d. h. er fithrt die ganze Rechnung jetzt noch einmal, aber allgemein
durch und gelangt zu obiger Gleichung. Hieranf nimmt er willkiirlich » = 362
und A = 362 Teilen. Dann geht natiirlich alles auf. Das ganze Kapital ist

24 - 219 = 5256.

VIII

Ein letztes Kapitel ist tiberschrieben ,,Uber Evginzung®. Aber trotz dieses
hesonderen Titels bietet es eigentlich keine Anfgaben neuer Art. Es ist pur
die Ausdrucksweise etwas von der fritheren verschieden. Vielleicht sind also
diese Aufgaben wieder einer anderen Quelle entnommen. Es sei auch gleich
vorausgeschickt, daB hier ebenfalls die Verteilung nach 13%!® des Restkapitals
vorgenommen wird, so zwar, daB in den ersten Beispielen der zuriickgelassene
Gatte §, die Mutter }, eine Tochter % erhiilt. Das erste Beispiel lautet: ,Bine
Frau stirbt und hinter]iBt 8 Téchter, sine Mutter und ihren Gatten. Sie ver-
macht einer Person so viel, als um was der Anteil einer Tochter erghinzt werden
muB, um ibn gleich } des Kapitals zu machen und einer andern Person so viel,
als um was der Anteil der Mutter erginzt werden muB, um ibn gleich § des
Kapitals zu machen* Der folgende Anpsatz ist ochne weiteres verstindlich:

k—(@Ek—2)— 3k — 22) =132
Fiar z = 11 ergibt sich & = 200.

Ich gebe die folgenden Beispiele ebenso einfach der Reihe nach. Es seien die-
selben Erben vorhanden wie vorhin. Eine Person erhiilt, ich sage kurz die ,,Er-
ghnzung® eines Gatlenteils zu § des Kapitals, eine andere die Erghinzung eines
Mutterteils zu § des Kapitals, eine dritte die Ergiinzung eines Tochterteils zu
1 des Kapitals. Gleichung:

k—(3k—32) — ({k — 22) — (3% — z) = 132,
IPir £ = 13 wird ¥ = 420.

Diegelben Erben. Eine Person A erbilt die Erginzung eives Mutterteils
zu } des Kapitals, eine zweite B die Ergiinzung eines Tochterteils zu 4 des
Restes dos Kapitals nach Abzug des ersten Verméchtnisses. Gleichung:

k— (1k— 22) — [}k — (3% — 22)] — 2} = 13

Yiir £ = 3 wird £ = 52. A erhilt 7, B 6.

Dieselben Erben. Eine Person A erhilt die Erginzung des Mutterteils zu

¢ des Kapitals, eine undere B { des Kapitalrestes. Gleichung:
E—(yk—2z) — L[k — (3% — 22)] = 13a.

Hier ergibt sich k== 172, Alchwarazmi nimmt £ = 5, k= 83, so dafi A 7,

B 13 erhiilt.

Dioselben Erben. Eine Person soll die Ergiinzung des Mutterteils zu § des
Kapitals erbalten, weniger die Erginzung eines Tocliterteils zu 1 des Restes nach
Abzug der ersten Ergiinzung. Gleichung:

E—(Gh—22)— [ (k4 20) — 2] = 132
Fir £ = b wird & == 69, das Vermiichtnis = 4.
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wEin Mann stirbt und hinterliBt einen Sobn und 5 Téchter. Er vermacht
einer Person so viel, als hinzugefiigt werden muB zu dem Sohnteil, um 1 und
¢ (des Kapitals) zu erghinzen, weniger 1 dessen, was bleibt von 3 (des Kalfita.]s)
nach Abzug der Erginzung® Der Sohn erhilt wie friher dag Doppelte einer
Tochter. Der Ansatz lautet daun:

= {IG + Dk — 22) — {[3% — (G — 22))) = 7a.

Fir £ = 5 wird ¥ = 36, das Legat = 1.

Letztes Beispiel. Der Mann hinterliBt seine Mutter, seine Gattin und
4 Schwestern. Bine Person soll so viel erhalten, als zu den Aoteilen der Gattin
und einer Schwester geziihlt werden muB, damit diese zusammen die Halfte des
Kapitals geben, weniger § der Summe, die von } (des Kapitals) bleibt nach Ab-
zug dieser Ergiinzung. Alechwarazmi gibt die Verteilung unter den Erben
bier nicbt an. 5Aber er rechnet den Anteil der Gattin und den einer Schwester

tussmwen zu j5. Es ist deshalb walirscheinlich, daB die Gattin £, die Mutter

und jede Schwester [y erhalten sollen. Setst man ein 18t gleich z, so lautet
die Gleichung: ,

E—{(3%—52) - }[1k — (Jk— 52)] = 132

Fir £ = 133 wird ¥ = 1932. Die Ergiinzung ist 301, der Abzug von der Er-
ghnzuag ?S, das Legat also 203. Filr die Erben bleiben 1729, schlieBt Alch-
warazmi.

1X.

Iz englischen Text geht das bisher Behandelte vou Seite 86 bis Seite 133.
Es folgt nun bis Seite 174, wo das Werk endet, ein Abschnitt mit der Uber-
schrift ,Das Rechenverfairen bei Schicksalswechsel“.!} Es handelt sich auch
bier um Erbschaftsregelungen, die aber in verschiedener Weise verwickelt sind.
Rosen sagt gleich zu Anfang auf Seite 133 in ciner FuBinote, daB die Lisungen
fast all dieser Aufgaben vom mathematischen Standpunkt aus betrachtet un-
genau sind. Nicht daB die Gleichung, sobald sie einmal anfgestellt ist, unrichtig
geldst sei, aber bei Aufstellung der Gleichung seien, um den arabischen Gesetzes-
a?slegungen za gentigen, willklirliche Annshmen gemacht, die in der Angabe
nicht enthalien seien oder ihr sogar widersprichen. Eine Durchsicht der ein-
zelnen Aufgaben bestitigt die Bemerkung Rosens. Man kénnte nur vielleicht
besser sagen, die willkiirlichen Annahmen seien groBor als in dem vorhergehenden
Abschnitt, da doch such viele der vorigen Aufgaben ohne solche Annahmen, die
nicht im Text stehen, nicht losbar gewesen wiren. Aus diesem Grunde werde
ich diese Aufgaben nicht wie die bisherigen einzeln auffithren. Mathematisch
Neues bieten sie micht uod fiir den Unterricht eignen sich viele davon auch
stofflich nicht. Ich will also nur kurz sagen, worum es sich handelt.

Fin erstes Kapitel ist uiberschrieben: ,Uber die Verheiratung in der (letzten)
Kral_lkheit". Auf dem Totenbett heiratet jemand ein Weib. Er zuhlt dabei eine
gewisse Morgengabe, von der ein Teil der Frau selbst als Leibgedinge gehart.
Nun macht er oder auch seine Fran Vermiichtnisse, wobei noch Schulden oder
Vermdgen der Frau in Betracht gezogen werden. Der Schicksalaswechsel besteht
nun etwa darin, daB die Irau noch vor dem Manne stirbt. In jedem Falle

1) Arab. daur* Die Ubersetzung ,retarns von Rosen ist unrichtig.

144

H. Wigkerrsen: Die Erbteilungaufgaben bei Mubhammed ibn Musa Alehwarazmi 67

handelt es sich um die Verteilung der Erbmasse, eingerechnet die Morgengabe
und das Leibgedinge, an ibre und seine Erben.

Das zweite Kapitel bat die Uberschrift: ,Uber Freilassung (von Sklaven)
in der (letzten) Krankheit”, Auch bier bandelt es sich um Anordnungea auf dem
Sterbebett. Die Sklaven haben einen gewissen Preis, andererseits aber auch
vielleicht Vermogen oder Schulden und Kinder. Der Erblasser hat auch Kinder.
Es wird dann vor allem der Fall behandeit, daB der freigelassene Sklave noch
vor dem Herrn stitbt. Der Herr kann auBerdem noch Vermigen oder Schulden
haben und sowohl Herr wie Sklave kénnen (an Fremde) Vermichtuisse machen.
Der Sklave kann auch einen T'éil seines Losegeldes schon abbezahit haben. Der
befreite Sklave stirbt, hinterliBt aber eine verheiratete Tochter, die moch vor
dem Herrn stirbt und etwas Geld hinterliBt, auch selbst Vermichinisse machen
kann. Neben der Freilassung cines (oder mehrerer) Sklaven gebt die Schenkung
eines Sklavenmidchens einber. Ein solches hat neben dem Preis Anspruch auf
eine Entschidigung?), wenn es zum Beischlaf bentitzt wird. Es kommt nun darauf
an, ob etwa der Geber sie schon beschlafen hat, oder ob dies erst der Nehmer
tut, oder ob beide mit ibr kohabitieren.

Ein niichstes Kapitel handelt von ,,In-Rechnungstellung der (Beischlaf-)Ent-
schidigung" eines Sklavenmtdchens. In ibm werden ganz ihnliche Aufgaben, wie
eben geschildert, bebandelt, nur daB es sich um keine Freilassung, sondern ledig-
lich um die Verschenkung eines Sklavenmidchens bandelt. Zwei weitere Auf-
gaben sind fiberschrieben: ,Uber Vorausbezahlung?) in Krankheit”. Hier wird
vom Erblasser ein Wert in Waren einem dritten gegeben. Die Waren sind mehr
oder weniger wert, als der Fremde erhalten sollte. Es handelt sich dann um
die Verrechnung zwischen dem Warenempfinger und den Erben.

* . *

Wenn wir oben von Quellen Alchwarazmis sprachen, so meinten wir
Rechisquellen. Alchwarazmi fithrt selbst ein paarmal Abu Hanifah
(690—767) an. Irgendwelche arabische mathematische Quellen vor Alchwa-
razmi sind nicht bekannt und es ist daber nicht unmiglich, daB mit der Axn-
wendung aigebraischer Verfahren?®) auf die Erbteilungsaufgaben bei den Arabern
Alchwarazmi den Anfang gemacht hat. Von ihm aus geht aber durch Jahr-
bunderte hindurch eine ganze Kette von mathematischen Bearbeitungen solcher
Aufgaben, von denen noch keine einzige erschlossen wurde. Ob Alchwarazmi
sich auf griechische Vorbilder stiitzte, welche Verbesserungen etwa seine Nach-
folger noch anbrachten, ob und wie die Dinge auf das lateinische Mittelalter
bergingen, das ist alles noch unbekannt. Aber Ruskas Arbeit, durch die mein
bescheidener Beitrag angeregt wurde, bedeutet doch wieder einen Schrit} weiter
in der Beurtellung der praktischen Mathematik der Araber.

Wasserburg a. Inn, Herbhst 1916.

3) Arab. ,‘akr", ein besonderer Fachausdruck fiir die oben niher gekenn-
zeichnete Entschidigung. Das Rosensche ,dowry™ ist auf alle Fille unklur,

4) Arab. ,silam". Rosens ,surrender" ist unrichlig.

3) Worin diese Verfahren bestehen, kann der Leser aus meinem DBericht tber
Ruskas Arbeit oder noch besser aus dieser selbst ersehen.
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ZUR MUSLIMISCHEN UND AEGYPTISCHEN
GLEICHUNGSAUFLOESUNG

Eine kleine Sache nur, und doch, wie es scheint, nicht chne
grofiere geschichtliche Bedeutung. Wenn man eine lineare Gleichung
zu 18sen hat, muB mit dem Koeffizienten von x dividiert werden.
Ebenso muff man bei einer quadratischen Gleichung, um sie auf eine
der Grundformen zu bringen, mit dem Koeffizienten von x2 dividieren.
Wie das der erste Verfasser einer eigentlichen Algebra, der Perser
ALCHWARAZME (um 825 n. Chr.) gemacht hat', ist bisher kaum
beachtet worden.

Wenn der genannte Koeffizient eine ganze Zahl ist, so wird
einfach die Gleichung mit dieser Zahl dividiert. Das ist oline Interesse.
Meist ist aber der Koeffizient ein Bruch. Der Muslim redet dann
liberhaupt nicht vom Dividieren; sondern er sagt: « Vervollstandige »
die Unbekannte (schai’), oder das Quadrat der Unbekannten (mal)
zu einem Ganzen, oder « reduziere » auf ein Ganzes, je nachdem der
Koeffizient kieiner oder griofer als 1 ist. Fiir « vervollstindigen » ist
das Wort « ikmal » oder auch gelegentlich « itmam », fiir reduzieren
das Wort « radd » gebraucht 2,

Diese « Vervollstandigung » oder « Reduktion » geschieht manch-
mal auch ganz in unserer Weise durch Division. Z. B. wird Seite

57 das Glied § x* zu x* « vervollstindigt », indem die ganze Glei-

chung mit 2+ multipliziert wird. Aehnlich wird S. 37 das Glied
24 x* auf 2 « reduziert », indem mit » muitipliziert wird, Auf S. 45

soll der Koeffizient 4§ Deseitigt werden. Es wire mit & zu multi-

plizieren. Statt dessen nimmt ALCHWARAZMI von jedem Glied ¢

und noch 1 eines Fiinftels. Das ist ein Nachklang der Agyptischen
Teilbruchrechnung, die ja bekanntlich etwa erst im 16. Jahrh. ganz
verschwand 3,

V) The Algebra of Mohammed ben Musa. Ed. F. RoSEN. London 1831, Die
Zitate beziehen sich auf den englischen Text.

2) Freundiiclhe Bemerkung von |. RUSKA. Vgl auch dessen Schrilt Zur
ditesten arabischen Algebra und Rechenkunst, Sizgsber. Heidelberg. Ak. d.
Wiss. (phil-hist. KL) Jahrg. 1917. 2. Abhdlg. 125 S. 80 (Separat bei C. Winter,
Heidelberg).

3) Vgl. ). TROPFKE, Geschichte der Elementarmathematik 12, Berlin 1921, S.
118-122.

146

ZUR MUSLIMISCHEN UND AEGYPTISCHEN GLEICHUNGSAUFLOESUNG 47

In der Regel schafft ALCHWARAZME aber den Koeffizienten des
hochsten Gliedes der Gleichung (wie wir sagen) iiberhaupt nicht auf
diese Weise weg. Z. B, wird S. 87 o. die Gleichung*

3x =133
so behandelt, dafj auf beiden Seiten die Hilfte der betreffenden Seite
dazu gezahit wird. So ergibt sich
txtax=35+1%
oder x — 5.

Ein Beispiei, wo der Koeflizient grofier als 1 ist, steht S. 106.

Es lautet in unserer Bezeichnung? c
X + ; . : X =—=uhH %)
i

16 )
oder z x = 3

ALCHWARAZME zieht auf beiden Seiten die Hilfte eines Achtels
(d. i. 57) ab und erhalt so (die Rechnung fehit) 8 ¢
Solche Beispiele sind zahlreich, besonders in dem Abschnitt {iber
Erbteilungsaufgaben, der bis auf RUSKA® und den Verf.? von den
Historikern der Mathematik ganz vernachldssigt worden war. Aber sie
beschrinken sich merkwiirdiger Weise gar nicht auf die Fille, dag
der fragliche Koeffizient die Form “ ' oder "1~ hat. S. 109 lautet
die Gleichung z. B. \ o ;
5 x 4 w's x=72o'
ALCHWARAZM?t sagt: « Addiere zu jedem Glied (wortlich « zu dem
was Dei dir »; J. RUSKA) &7 ». Links kommt nimlich % x heraus.
3. 110 lautet die Gleichung
x+1l_lu'%x:_'glgo'
Ss wird beiderseits 5 abgezogen. Denn links kommt j x heraus.
Zin Beispiel sei noch erwihnt, weil dort der Text einen Fehler hat.
3. 112 heifit eine Gleichung '
7 x - 8 ]4‘

1 o0 15
Es ist auf beiden Seiten ;- abzuziehen. ROSEN hat 6—:,: was (nach J.
RUSKA) schon im arabischen Text steht. Aehnliche Beispiele finden

4) Der Muslim schreibt natiirlich alles in Worten,

5 Es sei bemerkt, dap man wur auf ROSEN'S Uebersetzung, nicht auf seine
mathematische Uebertragung sich verlassen darf, die er selten dem Text genau
angepaft hat.

6 A a 0.8 47-61.

7} Vgl. meinen Aufsatz Die Erbicilungsanfgaben bei Muhammed ibnt Musa
Alehwirazmi. Zeitschr, £, math. u. naturw. Unterr. 53 (1922) S. 57-67.
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sich noch S. 53, S, 87 u., S. 89, 99, 100, 101, 102, 104, 107, 114,
116, 117, 119, 121, 123 usw. Es ist also klar, daB diese Methode
dem Musltim viel geldutiger war als die unserige, die er auch kannte.
Nun steht in dem beriihmten Papyrus Rhind, dem sog. Rechen-
buch des AHMES (um 1800 v. Chr.) ein Beispiel (Nr. 28), das allen
bisherigen Erkidrungsversuchen trotzte 8,
Es lautet in unserer Schreibweise so

(x4+35x) — 5(x+ Zx) = 10.

AHMES sagt nun einfach: Nimm% von 10, d.i. 1, weg; der « Rest»

9 ist das Resultat. Das verstent man nach dem obigen sofort, wenn
man bemerkt, daB die linke Seite 'gﬂx ergibt. Denn wenn man hier
ein Zehntel « wegnimmt », bleibt eben x selbst.

Mehr &gyptische Beispiele dieser Art scheint man vorderhand
nicht zu kennen. Zwischenglieder bis zu dem 2 + Jahrtausende spi-

ter schreibenden Muselman sind auch nicht bekannt. Aber trotz dieser
Litcken ist der Zusammenhang nicht zu bezweifeln und offenbart anfs
neue die Zahigkeit der wissenschaltlichen Tradition.

Die arabische Mathematik ist noch viel zu wenig bekannt, sogar
im GroBen, vielmehr in solchen Einzelheiten, als daB ich sagen kénnte,
ob das Verfahren, das wir hier besprochen haben, auch spiter noch
angewendet wurde, In der Algebra des IBN BADR aus Sevilla ? (etwa
100 Jahre spiter als ALCHWARAZM?T) habe ich es nicht gefunden,
wiewoh! darin zahlreiche Beispiele vorkommen, wo es hitte ange-

wendet werden konnen °, Ich machte daraus aber keine Schliisse
ziehen,

Augsburg. HE'NR]CH WIELE[TNER

%) Papyrus Rhind, ed. A. EISENLOHR, Leipzig 1877, 1, S. 65; ed. T. EriC
PEET, London 1923, S. 63. Ueber die letztere Ausgabe Genaueres in meinem
Artikel Zur dgyplischen Mathematik, Zischr. f. math. u. naturw. Unterr 56 (1925)
3. Heft. Dort habe ich die obige Erkldrung, obwohl mir damals nur eines der
arabischen Beispiele bekannt war, zum erstenmal gegeben.

9) Vgl Compendio de AIg’ebm de Abenbéder. Ed. JoSE A. SANCHEZ PEREZ,
Madrid, 1916,

10} Z. B. beginnt S, 42 (des spanischen Textes) eine Gleichung mit %x&
Um dieses Glied zu « vervollstindigen », werden alle Glieder mit 1% « multipli-

ziert ». Es steht nicht da, daf zu jedem Glied % « addiert » werden soll, We-

nigstens nicht in der wartlich scheinenden Uebersetzung (nachtrigliche Besta-
tigung durch C. SCHoY).
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