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Dans la tradition arabe, c'est-2-dire dans la tradition médiévale arabo-islamique, on a étudié la
géométrie selon trois points de vue différents: pour des applications pratiques, pour des applications
théoriques dans d'autres sciences, comme l'astronomie, l'astrologie et 'optique, et du point de vue '
des mathématiques pures. On sait relativement peu de choses sur les applications pratiques de la
géométrie dans la tradition arabe, par exemple sur la construction des mosaiques ou sur les
applications 2 l'architecture. En tout cas, il semble que l'étude des sections coniques n'ait pas €té
importante pour les artisans. Il est vrai que les savants arabes ont étudié les relations entre les
sections coniques et les cadrans solaires. Mais les artisans ont construit les cadrans solaires au
moyen de tables qui donnent la position de 'ombre du gnomon pour une localité donné, pour tous
les moments du jour et pour toute position du Soleil. Or, ces tables ont été calculées sans

connaissance des sections coniquesl. Il est aussi vrai que la géométrie pratique a pos¢ des
probleémes qui ont été résolus au moyen des sections coniques. Mais ces solutions n'avaient pas une
valeur pratique, comme nous le verrons plus loin. Pendant le Moyen—ﬁge le mouvement elliptique
des plandtes n'était pas encore connu. Donc on ne trouve guere d'application des sections coniques a

I'astronomie. Quelques astronomes du X° et XI° siécles, comme Al-Saghani et Al-Birani, avaient

discuté des variantes de l'astrolabe au moyen des sections coniquesz. Ces variantes étaient
beaucoup plus difficiles a construire et A utiliser que I'astrolabe ordinaire sur lequel sont tracés
seulement des lignes droites et des cercles.

Les applications des sections coniques a l'optique sont plus importantes. Déja dans l'antiquité,

les géometres avaient étudi€ les miroirs ardents paraboliques3, et les géometres arabes ont continué
I'étude des miroirs ardents4. Ibn al-Haytham a résolu un fameux probleme d'optique par

l'intersection d'un cercle et d'une hyperboles. Néanmoins, les géometres arabes ont étudi€ les
sections coniques presque exclusivement pour leur intérét dans les mathématiques pures.

Nous allons discuter quelques aspects du développement de cette théorie dans la tradition arabe 2
travers un exemple concret. Pour la compréhension de cet exemple, il sera nécessaire de traiter
sommairement quelques préliminaires de la théorie ancienne des sections coniques et de la
transmission de cette théorie en arabe.

L'ouvrage fondamental sur la théorie ancienne des sections coniques est les Coniques

d'Apollonius de Perge (env. 200 avant J .C.)6. Cet ouvrage se compose de huit livres, dont les sept
premiers ont été l'objet, au neuviéme siécle, d'une traduction en arabe qui a été supervisée par les

fréres Bana Mﬁsﬁ7. Cette traduction n'était pas du tout aisées, d'abord parce que les Banu Musa n¢
posseédaient qu'un seul manuscrit grec qui, au surplus, était mauvais ; ensuite parce que, a I'époque
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des Banii Musa, les sections coniques étaient un sujet complétement oublié. Il n'y avait donc
personne qui pouvait leur en expliquer la théorie. Les Banu Musa eurent d'abord des difficultés a
déchiffrer le manuscrit grec. Puis, I'un des trois fréres, al-Hasan ibn Musa, développa lui-méme la
théorie des sections du cylindre a l'aide d'un plan. Son idée (qui est correcte) était que cette théorie
est un peu plus facile et en méme temps une introduction 2 la théorie des sections du cOne. Apres la
mort d'al-Hasan, un autre des fréres, Ahmad, découvrit en Syrie un manuscrit grec des quatre
premiers livres, avec les commentaires d'Eutocius. A I'aide de ces deux manuscrits et a l'aide de la
théorie des sections du cylindre de leur frére décédé, les deux Banii Musa restants, Ahmad et
Muhammad, réussirent finalement & comprendre le texte grec des Coniques. Puis, il firent traduire,
les quatre premiers livres par Hilal ibn abi Hilal al-Himg_i, et les livres 5 4 7 par Thabit ibn Qurra.
Les deux Banu Musa firent alors la révision finale de la traduction.

Le texte grec des quatre premiers livres des Conigues a été préservé par des manuscrits
byzantins. Les livres 5 & 7 des Coniques ont survécu seulement dans la version arabe, grice au
travail des Barin Musa. Notons que le livre 5 des Coniques est un des ouvrages les plus magnifiques
(et les plus difficiles) de la mathématique grecque.

Les éléments suivants de la théorie d'Apollonius de I'hyperbole seront nécéssaires pour la
compréhension de la construction arabe ci-dessous. Si un cone est coupé selon une hyperbole (la
terminologie est moderne), comme dans la figure 1, Apollonius appelle chaque branche une
hyperbole, et les deux branches "deux sections opposées”. Il démontre dans le livre premier des
Coniques la propriété suivante d'une manitre stéréométrique:

Figure 1 Figure 2

(1) Chaque section conique a un diametre, c'est-a-dire une ligne droite qui coupe en deux parties
égales tout segment de droite mené entre deux points de la conique qui a une certaine direction fixée
(Coniques I:7, figure 2). Il appelle les moitiés de ces segments les ordonnées correspondant a ce
diametre. Dans la figure 2, BG est un diamétre qui coupe une hyperbole en B et la section opposée
(I'autre branche) en G.
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Soit M le milieu de BG. Apollonius démontre par des méthodes planimétriques que:
(2) L'hyperbole a une tangente passant par le point B, et cette tangente est paralléle aux

ordonnées du diametre GB (Coniques 1:17,32).
(3) Chaque ligne droite passant par M est un dimetre de I'hyperbole, et les ordonnées d'un

diametre B |G| arbitraire (figure 3) sont toujours paralléles 2 la tangente passant par B (Coniques
1:47).

Figure 3 Figure 4

Nous considérons maintenant une hyperbole ayant comme diametre la ligne BG qui coupe
I'hyperbole en B et la section opposée en G, comme dans la figure 4. Soit AD une ordonnée
arbitraire. Apollonius démontre qu'il existe un segment fixe BE, perpendiculaire 2 BG, indépendant
du choix de I'ordonnée AD, tel que pour toute ordonnée AD le carré de AD a la méme aire que le
rectangle BDPQ qui est défini comme suit: on meéne GE et la perpendiculaire 2 GB par D. Soit P
" lintersection de ces deux lignes, et soit le point Q sur BE tel que PQ//DB. Apollonius démontre

que AD2=BD. PQ stéréoméiriquement pour le diametre original BG de la figure 2 (Coniques 1:12)
et planimétriquement pour les autres diametres By G de la figure 3 (Coniques I:50).

Sionpose AD=y,BD=x,BG=d,BE=p

on arectangle BDRE = BD. BE = x.p,

RP/RE = BE/BG = p/d, RE=BD=x, donc RP=px/d et ERPQ=px>/d, de sortc que

4) y*<BDPQ = px + px/d.
Cette expression ressemble 2 I'équation cartésienne de I'hyperbole, mais il faut remarquer que le
systtme des coordonnées n'est en général pas orthogonal, parce que AD n'est pas toujours

perpendiculaire a BD. L'identité (4) explique l'origine du terme arabe qagC za'id pour désigner
I'hyperbole: le rectangle BDPQ est appelé par Apollonius "le rectangle appliqué 2 BE ayant comme
largeur BD et excédant (en arabe: za'id) par un rectangle ERPQ semblable au rectangle GBEH

constant. Dans la formule (4), px est le rectangle appliqué A p (=BE), ayant comme largeur x

(=BD), et px2/d est 'excédent. Pour I'ellipse Apollonius a démontré I'équivalent de 1'équation
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y2=px-px2/d, ce qui explique le terme arabe qagc naqis, "section déficiente” (ici px2/d est le
"défaut"). Pour la parabole on a y2=px. de sorte qu'il n'y a ni défaut ni exceés. Ainsi la parabole

s'appelle en arabe al~qa.tc al-mukafi, section suffisante. On voit que les traducteurs arabes ont choisi
une traduction des mots Grecs elleipsis, parabolé et hyperbolé qui en préserve le sens. Ils n'ont pas
simplement transcrit les termes, comme les traducteurs latins I'ont fait.

Pour comprendre la construction d'al-Kuhi ci-dessous, trois termes techniques doivent &tre
définis (figure 4): :

(a) Le segment BG est appelé le "cOté transverse” ((jilc mujanib) ou 'diametre transverse" (qutr
mujanib);

(b) Le segment BE est appelé le "coté droit” (gilc Ja'im)

(c) Si W est un point sur le prolongement rectiligne de AD, I'angle ADW est appelé "angle des
ordonnées" (zawiya al-tartib). Si cet angle est droit, le diametre s'appelle axe.

Apollonius démontre aussi que, pour chaque paire de segments perpendiculaires BG, BE et pour
chaque angle a, il existe une hyperbole ayant pour diametre transverse BG, pour c6té droit BE et
comme angle des ordonnées a. En d'autres termes, il construit la base circulaire et le sommet d'un
cone qui coupe le plan selon I'hyperbole désirée (Coniques 1:54,55).

Les géometres de la tradition arabe ont appliqué la théorie d'Apollonius des sections coniques

dans la solution de beaucoup de probleémes géométriques. Avant le milieux du XC siecle, les
géometres posédaient déja quelques textes contenant de telles constructions, mais ces constructions

étaient toutes d'origine ancienne. Dés le milieu du X© siecle, les géometres d'Irak et d'Iran ont
commencé 2 découvrir des solutions nouvelles, D'abord, c'est le probleme de la construction d'un

heptagone régulier qui semble avoir joué le rdle le plus importamg. Les géometres arabes

connaissaient en effet un texte attribué a Archimede, dans lequel la construction de I'heptagone est
réduite au probléme suivant: dans un carré donné ABGD, construire une ligne droite AEZH comme
dans la figure 5, de telle sorte que les triangles AEB et GZH aient 1a méme aire. Le texte ne donne
aucune indication sur la méthode de construction de la ligne AEZH; cette construction est d'ailleurs
impossible au moyen de la regle et du compas. En conséquence, les géometres arabes ont estimé
que la construction attribuée 3 Archimede n'était pas complete.

D- G H

=

A B

Figure §
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Un peu avant 968, le jeune géometre Abu’l-Jiid annonga qu'il avait découvert une construction
de I'heptagone au moyen de la regle et du compas (ce qui est impossible). L'erreur dans sa

construction sera découverte par al-Sijzi et corrigée par al-*Al3 ibn Sahl au moyen des sections
coniques. L'histoire de cette construction est assez amusante, parce qu al-Sijzi semble avoir donné A

al-Al3 ibn Sahl des informations inéomplétes sur la construction d'Abu'l-Jd, de sorte qu'al-cAE
ne pouvait pas savoir qu'il s'agit de 'heptagone. Puis, Abu'l-Jud a accusé al-Sijzi de plagiat, et on
peut lire A ce sujet des calomnies intéressantes dans les manuscrits mathématiques de cette période.
Plusieurs géometres ont inventé des constructions de la ligne AEZH, par exemple aL-Sﬁgh'an; (voir
p. 10 ci-desous). En tout état de cause, I'histoire de I'heptagone régulier a montré aux géométres du
dixieme siécle que 'on pouvait résoudre des problémes méme si les anciens n'en avaient pas trouvé.
la solution. Cette idée de progrés dans la géométrie a réellement stimulé la recherche des autres
problémes. Je vais vous présenter I'exemple le plus court et le plus élégant que je connaise: il s'agit
de la trisection de I'angle qui a été découverte par Abi Sahl al-Kiihi vers 968 (et qui a été peu apres

plagiée par al-Sijz-i)lo. Je ne vous donnerai pas le texte original d'Al-Kiihi, qui est treés long, mais

un résumé anonyme qui se trouve dans un manuscrit 3 Manisa (Turqui«e)1 L. Ce résumé est un
appendice a la reconstruction du huitiéme livre perda des Coniques par Ibn al-Haytham (965-

1041)l 2. Le texte arabe édité et une traduction frangaise se trouvent a la fin de cet article.
Ce probléme de la trisection avait déja éié étudié dans l'antiquité grecque et il est devenu fameux
parce que 'on ne pouvait pas le résoudre au moyen de 1a régle et du compas. Les géométres grecs

ont trouvé plusieurs solutions au moyen d'autres instruments, plus compliqués que le compasl 3,

Une solution ancienne au moyen des sections coniques a été traduite en arabe par Ahmad ibn Misa,

et la mé&me solution a été révisée (ou bien traduite d'un autre texte) par Thabit ibn Qun'a1 4. Cette
solution est plus compliquée que celle d'al Kiihi, qui sera présentée maintenant.

Figure 6 Figure 7
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Supposons que I'angle donné soit a=q.. Al-K@hi choisit d'abord un segment arbitraire GB
(figure 6, comme dans le manuscrit). Puis il construit I'hyperbole passant par B ayant comme
diamétre transverse le segment GB, comme c6té droit un segment égal 2 GB (BE dans la figure 7,
trait discontinu), et ayant comme angle des ordonnées I'angle a. L'existence de cette hyperbole a été
demontrée par Apollonius. Puis il construit le point A sur I'hyperbole tel que AB=BG (on peut
trouver A comme point d'intersection de I'hyperbole et du cercle ayant pour centre B et pour rayon

BG). 11 mene alors l'ordonnée AD, puis il joint A 2 G et a B, et il affirme que ZDAB = a/3.
Sadémonstration est la suivante.

11 dit d'abord: GD.DB:AD2=d:p, ou d=BG est le diametre transverse et p=BE le c6t€ droit. C'est une

conséquence du fait que AD2= rectangle BDPQ car GD.DB : BDPQ = GD.DB : PD.DB = GD:PD =
GB:EB = d:p, comme Apollonius le démontre dans ses Coniques. Puisque d=p=BG, il s'ensuit que

GD.DB=ADZ.

al-Kuhi dit que les triangles ADB, GDA sont donc semblables, ce qui est une conséquence de
AD:DB=GD:AD et ZADB = ZGDA. Comme les triangles sont semblables,

ona ZG=Z£DAB.

Puisque AB=BG, on a £G = ZBAG, donc

Z ABD (angle extérieur) = ZG + ZBAG =2 ZG. Donc ZABD =2 ZDAB.
Finalement, si W est sur le prolongement rectiligne de BD,
ona

a= Z ADW (angle extérieur) = ZABD + £DAB = 3 ZDAB. Donc ZDAB = a/3.

A ce stade, on peut se poser la question de savoir comment I'hyperbole peut &tre tracée. Al-Kihi
a écrit une oeuvre sur la construction des sections coniques au moyen d'un instrument qu'il appelle
le "compas parfait” (al-birkar al-tamm)15. Ce compas consiste en deux branches, comme un
compas ordinaire. 11 y a toutefois deux différences entre le compas ordinaire et le compas parfait
(figure 8). D'abord, la premi¢re branche d'un compas parfait peut &tre fixée par rapport au plan du

papier, selon un angle arbitraire b=B. L'autre différence est que la seconde branche consiste en un
tube droit et une plume qui peut coulisser dans le tube, de sorte que I'extrémité de la plume touche
toujours le plan du papier. La premigre branche du compas correspond 2 I'axe d'un cdne, et al-Kiihi
l'appelle I'axe du compas. La seconde branche peut &tre fixée par rapport a I'axe du compas selon un

angle arbitraire g=. Donc, si la seconde branche tourne autour de I'axe, elle décrit la surface d'un
cone. En conséquence, la plume trace une section.conique sur le plan du papier.

Dans son ouvrage sur le compas parfait, al-Kiihi donne des indications détaillées sur la
construction d'une hyperbole au moyen de cet instrument16. Nous savons donc comment il aurait
répondu 2 la question: Comment peut-on décrire 'hyperbole qui intervient dans sa trisection de
I'angle? D'abord il faut trouver I'axe et le sommet de I'hyperbole. Revenons a la figure (figure 9).
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Figure 8 (Woepcke, I'Algebre Figure 9
d'Omar Alkhayyami, p. 56).

Soit M le milieu de BG; et tragons un demi-cercle sur la base MB. Puis, construisons une
tangente au cercle qui fasse avec GB I'angle a; soit PQ cette tangente. Menons MQ et une ligne
parallele a PQ par B, qui coupe MQ en T. Finalement, il faut construire S entre T et Q de sorte que

MSZ=MT MQ. Al-Kithi montre que S sera le sommet de I'hyperbole et MS son axe. Il précise que
cette méthode de construction du point S a déja été donnée par Apollonius (Coniques I:55).

11 faut maintenant décrire une hyperbole ayant pour centre M, pour sommet S, pour axe MS,
pour diamétre (ou c6té) transverse 2MS et pour coté droit un segment égal au diameétre transverse
(on peut démontrer que tout coté droit d'une telle hyperbole est égal a son cOté transverse: c'est
pourquoi cette hyperbole est appelé "équilatere” - ayant des ctés égaux). La construction de cette
hyperbole est assez compliquée. Al-Kahi construit d'abord les angles b et g du compas dans une
figure préliminaire (figure 10).

U

Figure 10 Figure 11
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Soit a la longueur de I'axe du compas. On pose ZY=Y V; maintenant, il faut construire X sur le

prolongement rectiligne de ZY de sorte que XY.XZ/XV.VY = az/MSZ. Pour la construction de X,
al-Kihi renvoie a son ouvrage "sur la détermination des points sur des lignes suivant des rapports
dont les termes sont des surfaces"”, qui est aujourd'hui perdu. Puis on construit le demi-cercle XLY,
la perpendiculaire LZ A XY, la droite UVN perpendiculaire 3 KYV déterminée en sorte que XLU et
LYN soient des droites, le demi-cercle ULN; soit J le point commun de ce cercle et de XV. Alors,
al-Kiihi prend y= ZXLJ et B= ZLX]J. Alors (figure 11), il place son compas de sorte que I'axe KO
soit dans le plan perpendiculaire au plan du papier passant par MS, et que KO fasse un angle b par
rapport au plan du papier, la seconde branche faisant, elle, un angle g avec KO. Si alors S est le
point de rencontre de cette branche avec le plan du papier, la rotation du compas fera que la plume
décrira I'hyperbole désirée, comme le démontre al-Kuhi.

Cette construction est assez compliquée. Il est vraisembiable qu'al-Kiihi n'a jamais divisé un
angle en trois parties égales au moyen d'un compas parfait de la maniere qu'il enseigne. Comme
bien d'autres géometres de la tradition arabe, il s'intéressait surtout a la géométrie pure, en tant que
science des verités éternelles, concernant des figures inaltérables que I'on peut concevoir par
l'imagination et non par les figures que I'on construit sur le papier. On peut aussi remarquer que
dans les figures des manuscrits arabes, les sections coniques sont toujours réprésentées par des arcs
de cercles. C'est aussi le cas dans le manuscrit des Conigues d'Apollonius copié par Ibn al-
Haytham, et qui est aujourd'hui a Istanbul.

La plupart des solutions arabes des problémes géométriques au moyen des sections coniques
peuvent étre considérées comme des élaborations et des applications de la théorie d'Apollonius.
Mais il y a de belles exceptions a cette régle, comme l'inscription par al-Kiihi d'un pentagone

équilatéral dans un carré!’, On peut facilement retrouver sa construction a l'aide des indications
suivantes. Si PQRST est un pentagone équilatéral inscrit dans un carré ABCD, comme dans la
figure 12, le point P est le milieu de AB, et le milieu M de RS est aussi le milieu de DC. Les
points P et M sont donc a connus. AL-Kiihi considére alors le parallelogramme UMRQ et le point
U. On a alors PQ=QR=RS=ST= TP=2RM=2QU=UM.

Puisque UM=2QU, U est sur une hyperbole ayant pour foyer M, pour directrice AD et une
excentricité égale a 2. Comme ces concepts n'étaient pas expliqués dans les Coniques d'Apollonius,
al-Kiihi devait déterminer le sommet, I'axe, et le "coté droit" de cette hyperbole. Puisque UQ=QP/2,
U est aussi sur une autre hyperbole, de sorte que U peut étre déterminé comme point d'intersection
de deux hyperboles connues. A = B

Fgel2 D R M S C
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Les géometres arabes ont aussi utilisé les sections coniques pour la solution des équations du

troisieéme degréls. Al-Mahani, qui vivait vers 860, fut le premier 2 avoir réduit un probléme
géométrique a une équation algébrique du troisitme dégré. Il s'agissait du probleéme auxiliaire de la
proposition 4 du deuxiéme livre de I'ouvrage sur la sphere et le cylindre d'Archimede. Vers 940,

Abu Jafar al-Khazin résolut I'équation d'al-Mahani au moyen de sections coniques. Il est possible
que la solution d'Abu J afar était inspirée par le commentaire d'Eutocius, qui donne une solution du
probléme d'Archiméde au moyen de sections coniques; car nous savons qu'Abﬁ Ja®far a connu ce

commentaire'®. Apres Abu Ja%far, plusieurs mathématiciens arabes résolurent des équations du
troisieéme degré au moyen de sections coniques. Ces solutions s'appuyent sur des propriétés simples
des sections coniques. Quelques géometres arabes, notamment al-Kuihi et Ibn al-Haytham, ont
étudié les aires de segments de coniques, ainsi que les volumes et les centres de gravité de certains

solides de révolution engendrés par des sections ccmiques2 0 al-Sijzi a également fait des recherches
sur I'intersection de ces solides de révolution avec des plans. Les textes d'al-Sijzi sur les solides de

révolution et plusieurs autres traités arabes sur les sections coniques n'ont pas encore été étudiés® .
En conséquence, nos connaissances historiques sur ce sujet sont assez incompletes. Un nombre
considérable de traités nettement plus difficiles n'ont pas été retrouvés. Par exemple, selon l'auteur

anonyme d'un manuscrit Persan du xXim® siéclezz, Ibn al-Haytham avait écrit un traité sur la
construction, au moyen d'une parabole et d'une hyperbole, d'un triangle rectangle dont la somme de
la hauteur et du plus petit co6té est égale a 'hypoténuse (figure 13). Aucun manuscrit de ce traité
n'est connu. L'auteur anonyme nous informe qu'lbn al-Haytham a été inspiré par la géométrie
pratique, car ce type de triangle €tait nécessaire pour la construction exacte d'une mosaique (figure
14) (on connaissait déja des constructions approximatives excellentes de ce type de mosaique au
moyen de la régle et du compas). L'exemple de ce texte d'Tbn al-Haytham n'est pas un cas isolé. 1l
reste beaucoup a découvrir car la tradition arabe sur les sections coniques était tr&s riche.

Y N,
h“ ': ¥
1
h| \°
h+b=C - b+
""ACK—_—/ 3+

Figure 13 et 14.
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Texte arabe anonyme d'une construction par Abi Sahl al-Kiihi.
Texte Arabe édité.
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Traduction.

Si nous voulons prendre le tiers d'un angle connu, nous décrivons1 une hyperbole telle que son
c6té droit soit égal a son diametre transverse et que son angle des ordonnées soit égal a l'angle
connu (Figure 15). Soit AB la section et BG son diamétre transverse. Nous tragons dans la section
(conique) une ligne égal 2 la ligne BG ; soit BA celle-ci. Nous menons la ligne ordonnée AD. je
dis que I'angle DAB est I'angle demandé2. preuve de cela: Le rapport du produit de GD et DB au
carré de la ligne AD est égal au rapport du (c6té) transverse au (c6té) droit. Mais nous avons posé le
(cbté) transverse égal au (coté) droit. Donc le produit de GD et DB est égal au carré de AD. De ce
fait, le triangle ADB est semblable au triangle ADG. Donc I'angle DAB est égal a l'angle G. Et
I'angle ABD est deux fois l'angle G, puisque AB est égal 2 BG. Donc I'angle ABD est deux fois
I'angle DAB. Et puisque 1'angle extérieur de chaque triangle est égal a (la somme des) deux angles
intérieurs qui lui sont opposés, I'angle DAB sera de ce fait un tiers de I'angle supposé. C'est ce que
nous voulions montrer.

1. Le manuscrit a: "nous posons". Je préfere la lecture "nous décrivons” parce que ce terme est
utilisé souvent dans la littérature arabe sur les sections coniques. Par exemple, al-Sijzi~ a écrit un
'traité sur la description (wasf) des sections coniques”.

2. Selon le manuscrit DAB est "l'angle connu”, ce qui est absurde. Il faut donc corriger le texte.

A

Figure 15
G B D
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