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De islamitische cultuur kent een zeer lange wiskundige traditie. Dit blijkt in eerste instan-
tie uit Arabische wiskundige en astronomische geschriften en instrumenten. Maar het is ook
te zien aan middeleeuwse islamitische gebouwen, waar uitgebalanceerde verhoudingen en
rijke, meetkundig geïnspireerde ornamentiek in het oog springen. In dit nummer besteden
we aandacht aan de islamitische wiskunde door twee artikelen. Jan van de Craats schrijft
over symmetriegroepen in het artikel ‘Islamitische ornamentiek’ en Jan Hogendijk laat aan de
hand van de rekenkunde van al-Kāshı̄ zien op welke vele manieren poortbogen in de vijftien-
de eeuw konden worden geconstrueerd. Beide teksten zijn eerder verschenen als onderdeel
van de Vakantiecursus 2004, georganiseerd door het Centrum voor Wiskunde en Informatica.
Jan Hogendijk is verbonden aan de mathematische instituten in Utrecht, Leiden en Dhahran
(Saoedi-Arabië) en is expert op het gebied van islamitische wiskunde.

Toen de profeet Mohammad omstreeks 610
met zijn prediking begon, was zijn woon-
plaats Mekka een handelsstad. In het midden
van de stad lag de ka‘aba, een nagenoeg ku-
busvormig bouwwerk dat als tempel diende
voor diverse plaatselijke goden. Dit heiligdom
trok veel pelgrims naar Mekka. Mohammad
riep op tot islam (‘overgave’) aan de enige
werkelijke God, Allah (‘de (ene) God’), en tot
afschaffing van de goden die in de ka‘aba wer-
den aanbeden. De meeste rijke handelaren in
Mekka hadden weinig op met deze nieuwe
leer, die in het begin voornamelijk door ar-
me mensen werd aangenomen. In het jaar
622 namen Mohammad en de andere Mos-
lims (‘de overgegevenen’, dat wil zeggen aan

Figuur 1 Koepel van de Lotfollah moskee

Allah) de wijk naar het enkele honderden ki-
lometers naar het noorden gelegen Yathrib,
later Medı̄natu n-nabı̄ (‘Stad van de profeet’)
genoemd. Enkele jaren later slaagden de Mos-
lims erin Mekka te veroveren, en onmiddel-
lijk daarna werden op last van Mohammad de
godenbeelden in de ka‘aba vernietigd. Vanaf
dat moment is de ka‘aba zonder verdere fran-
je voor alle Moslims een symbool van de ere-
dienst aan Allah. Nog steeds brengen de Mos-
lims overal op de wereld hun gerichtheid op
Allah tot uitdrukking door elke dag in de rich-
ting van de ka‘aba te bidden.

De moskeeën hebben in principe dezelfde
sobere, bijna wiskundige stijl als de ka‘aba.
We vinden er geen afbeeldingen van de pro-
feet of heiligen, en zelfs geen afbeeldingen
van levende wezens in het algemeen. Kalli-

grafie (van koranverzen) en geometrische fi-
guren zijn wel toegestaan. Dit was een gun-
stige voorwaarde voor de ontwikkeling van
een islamitische architectuur en ornamentiek
gebaseerd op meetkundige vormen. Deze ar-
chitectuur werd ook voor profane bouwwer-
ken gebruikt. In de bijdrage van Jan van de
Craats worden de mozaïeken van het Alham-
bra in Granada en het Alcazar in Sevilla ge-
bruikt om het moderne groepsbegrip te illus-
treren. Van de Craats laat hiermee iets zien
van de tijdloze dimensie van de islamitische
kunst, en ook van het potentieel hiervan om
een idee van de schoonheid van de wiskunde
over te brengen aan een breed publiek met
algemene interesse in cultuur. Uiteraard had-
den de ontwerpers van de mozaïeken niet de
beschikking over het moderne groepsbegrip.
Waarschijnlijk hadden de meesten van hen
helemaal geen belangstelling voor theoreti-
sche meetkunde in de stijl van de Elementen
van Euclides, die in de middeleeuws islamiti-
sche cultuur wel uitgebreid werd bestudeerd
door sterrenkundigen.

Er zijn niet veel details bekend over de
ontwikkeling van de islamitische geometri-
sche kunst en architectuur. Bijna geen mid-
deleeuws Arabische en Perzische documen-
ten over constructie van gebouwen en mo-
zaïeken zijn bewaard gebleven. Een moge-
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lijke verklaring is dat de ontwerpen geheim
gehouden werden. Ook is het goed mogelijk
dat de meeste werktekeningen die echt ge-
bruikt werden, door dit gebruik versleten zijn
en daarna zijn weggegooid. Een waarschijn-
lijk zestiende-eeuwse rol met tekeningen zon-
der begeleidende tekst is ontdekt in het Top-
kapß paleis te Istanbul, en gepubliceerd in
een prachtige maar zeer moeilijk verkrijgbare
facsimile-editie [12]. Als met deze tekeningen
ooit mozaïeken of ornamenten zijn gemaakt,
dan is dit waarschijnlijk in Noordwest Iran
gebeurd. Ook is er een Perzisch handschrift
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Figuur 2 Vrijdagsmoskee te Isfahan

met constructietekeningen en korte verklarin-
gen in de Parijse Bibliothèque Nationale. Dit
handschrift is gepubliceerd in een modern
Perzische ‘vertaling’ en in Russische vertaling,
maar in Westerse talen is er niet veel over ge-
schreven [8]. Veel patronen in dit handschrift
zijn wiskundig interessant, omdat ze niet met
passer en liniaal kunnen worden geconstru-
eerd. Wat dit met de praktijk te maken heeft
is niet erg duidelijk, want tot voor kort zijn
deze patronen nooit op bestaande gebouwen
gevonden. In april 2004 heb ik een uit regel-
matige zevenhoeken bestaand mozaı̈ek in het

handschrift ‘in het echt’ gevonden in de Noor-
delijke koepel van de Vrijdagsmoskee in Isfa-
han, die in de elfde eeuw werd gebouwd.

Er is wel een middeleeuwse tekst bekend
waarin uitgebreid aan islamitische architec-
tuur gerekend wordt door een wiskundige.
Dit is de Sleutel tot de Rekenkunde van al-
Kāshı̄, geschreven omstreeks 1425. Toen al-
Kāshı̄ de Sleutel tot de Rekenkunde schreef,
verbleef hij in Samarkand in het tegenwoordi-
ge Oezbekistan, waar in die tijd veel nieuwe
gebouwen werden neergezet. Al-Kāshı̄ heeft
wel met bouwlieden gesproken, want hij ver-
meldt een technische term die zij gebruiken
voor de opening van een boog. Zijn boek heeft
echter als doelstelling rekenen en de bepa-
ling van oppervlakten en inhouden. Hij zegt
niets over hoe de gebouwen werden gecon-
strueerd, en ook niets over de eventuele sym-
bolische betekenis van de gebruikte vormen,
en dus licht hij ons niet in over een aantal
zaken die we ook graag zouden willen weten.
Zijn werk is wel een authentieke bron uit de is-
lamitische traditie, en interessant voor kunst-
historici omdat het in elk geval laat zien wel-
ke soort wiskunde in die traditie beschikbaar
was.

Al-Kāshı̄ en zijn Sleutel tot de Rekenkunde
Jamshı̄d al-Kāshı̄ werd vermoedelijk om-
streeks 1370 geboren in Iran. Zijn naam al-
Kāshı̄ geeft aan dat hij afkomstig is uit
Kāshān, nu een stad van 400.000 inwoners
op 300 km ten zuiden van Teheran. Hij groei-
de op in armoedige omstandigheden, maar
verwierf zich een reputatie als wis- en ster-
renkundige. In 1420 werd hij naar Samarkand
uitgenodigd door de plaatselijke vorst Ulugh
Beg, zelf ook een groot liefhebber van wis-
kunde en sterrenkunde. Hier bleef al-Kāshı̄ tot
zijn dood in 1429 en hier schreef hij de Sleu-
tel tot de Rekenkunde (Arabisch: miftāh. al-
h. isāb). Al-Kāshı̄’s moedertaal was Perzisch,
een Indo-Europese taal, verwant met het Ne-
derlands, maar zoals de meeste van zijn tijd-
genoten schreef hij zijn wiskundige en ster-
renkundige werk in het Arabisch, dat toen de
taal van de wetenschap was. Behalve de Sleu-
tel tot de Rekenkunde publiceerde hij ook een
berekening vanπ in 16 decimalen [11] en een
methode voor de berekening van de sinus van
1 graad via de numerieke oplossing van een
derdegraads vergelijking [14]. Uit Samarkand
schreef hij ook twee Perzische brieven aan
zijn vader in Kāshān, die hij met twee ver-
schillende karavanen meegaf. Beide brieven
zijn bewaard1 en ze geven een goed inzicht in
de zelfverzekerde persoon van al-Kāshı̄, zijn
werk op het sterrenkundig observatorium te
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Samarkand, en zijn soms problematische re-
laties met collega’s en met de vorst Ulugh
Beg.

De Sleutel tot de Rekenkunde is een boek
van een paar honderd bladzijden, waarin
al-Kāshı̄’s grote rekentalent goed zichtbaar
wordt. Het boek werd snel populair en er zijn
meer dan dertig Arabische manuscripten be-
waard. Een van de oudste daarvan is in de we-
reldberoemde collectie Oosterse handschrif-
ten van de Universiteitsbibliotheek te Leiden.
Sinds 1880 is de Sleutel tot de Rekenkunde
drie keer in het Arabisch uitgegeven, en het
boek is ook verschenen in Russische verta-
ling [13]. Het werk is tot nu toe maar voor
een klein gedeelte in een Westerse taal ver-
taald [10]. Al-Kāshı̄ waagde zich op allerlei ter-
reinen die zijn voorgangers nooit hadden be-
treden. Sommige van zijn resultaten zijn wel
bekend in de Westerse literatuur, maar ande-
re niet; een voorbeeld uit de laatste categorie
zijn zijn berekeningen van oppervlakten en
inhouden van de regelmatige en van enkele
halfregelmatige veelvlakken.

De Sleutel tot de Rekenkunde bestaat uit
vijf delen. Deel 1 gaat over berekeningen
met natuurlijke getallen in wat al-Kāshı̄ het
‘Indiase’ systeem noemt, dat wil zeggen de
Hindoe-Arabische cijfers die wij tegenwoor-
dig nog steeds gebruiken. Al-Kāshı̄ gebruikte
de vormen van de cijfers die in het Midden-
Oosten gangbaar zijn. In deel 2, over breukre-
kenen, behandelt hij zaken als optellen en
vereenvoudigen van breuken, en ook deci-
maalbreuken. Decimaalbreuken zijn in de is-
lamitische cultuur diverse malen uitgevonden
maar ze werden nooit erg populair. Deel 3 heet
Over de methode van rekenen van de ster-
renkundigen, en hierin behandelt al-Kāshı̄ re-
kenen in het sexagesimale stelsel, dat werkt
met graden, minuten, seconden, enzovoort.
Deel 4 gaat over de bepaling van oppervlak-
ten en inhouden. Tenslotte bespreekt al-Kāshı̄
in deel 5 het gebruik van algebra en andere
rekentrucs om onbekenden (meestal in meet-
kundige problemen) uit te rekenen.

Hoofdstuk 9 van deel 4
Deel 4 van de Sleutel tot de Rekenkunde be-
gint met hoofdstukken over de bepaling van
de oppervlakten van (1) driehoeken, (2) vier-
hoeken, (3) veelhoeken, (4) de cirkel en cir-
kelsegmenten, (5) andere vlakke figuren, (6)
bol, cilinder en kegel en segmenten daarvan,
en over (7) de inhouden van al deze figu-
ren, en (8) het bepalen van de samenstelling
ervan door wegen, op basis van kennis van
soortelijke gewichten. Het negende en laat-
ste hoofdstuk van deel 4 van de Sleutel tot
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Figuur 3 Noordelijke koepel van de Vrijdagsmoskee te Isfahan

de Rekenkunde heet het meten van bouwwer-
ken en gebouwen. Met meten wordt hier na-
tuurlijk niet opmeten bedoeld, maar het be-
palen van oppervlakte en inhoud. Het negen-
de hoofdstuk is op zijn beurt onderverdeeld in
drie kleinere hoofdstukken (1) over bogen, (2)
over koepels, en (3) over muqarnas. De boog
is in het tegenwoordige Iran en de landen
daaromheen een vaak voorkomend element
in de architectuur van moskeeën, gebouwen
en bruggen. In oude moskeeën in Irak, Iran en
de aangrenzende ex-sovjetrepublieken vin-
den we veel koepels, vaak van onbeschrijfe-

lijke schoonheid. Muqarnas is het Arabische
woord voor de stalactietengewelven aan de
binnenkant van koepels, zoals die ook in het
Alhambra gevonden worden. In figuur 1 zien
we de koepel van de Lotfollah moskee te Is-
fahan in Iran, met daaronder de ingang en
verscheidene bogen. In de grote boog zien
we muqarnas. Bogen en muqarnas zijn ook te
zien op figuur 2, genomen in de Vrijdagsmos-
kee te Isfahan. De Lotfollah moskee en het
deel van de Vrijdagsmoskee op figuur 2 stam-
men uit de tijd van de Safawieden die Isfa-
han in de zeventiende eeuw regeerden, en ze
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Figuur 4 De eerste boog van al-Kāshı̄

Figuur 5 De tweede boog van al-Kāshı̄

zijn dus recenter dan het werk van al-Kāshı̄.
Figuur 3 is genomen in de Noordelijke koe-
pel van de Vrijdagsmoskee te Isfahan, die al
in de elfde-eeuw is gebouwd. De bogen zijn
primitiever maar hebben wel een soortgelijke
vorm.

Het negende hoofdstuk van de Sleutel tot
de Rekenkunde is al jaren lang het object
van studie van Dr. Yvonne Dold-Samplonius
van de Universiteit van Heidelberg. Uniek aan
haar onderzoek is dat de wetenschappelijke
analyses en edities van de hoofdstukken ver-
gezeld gaan van een video-presentatie voor
een groot publiek.2 Deze video’s worden ge-
produceerd in samenwerking met het Inter-
disciplinary Center for Scientific Computing te
Heidelberg.

Het derde hoofdstuk over muqarnas is op
dit moment onderwerp van een promotieon-
derzoek van drs. Silvia Harmsen aan het ge-
noemde instituut te Heidelberg. Het basis-
probleem is om zoveel informatie over de
structuur van muqarnas te vinden, dat uit
een twee-dimensionale (horizontale) platte-
grond van de muqarnas op eenduidige ma-
nier het drie-dimensionale oppervlak gegene-
reerd kan worden. Dit kan belangrijk zijn bij
restauratie van muqarnas. Het derde hoofd-

stuk is de enig bekende middeleeuwse bron is
waarin muqarnas in detail wordt beschreven.
Er wordt momenteel gewerkt aan een proef-
versie van een video over muqarnas in het
algemeen. Men kan de stand van zaken bij-
houden op de website: zie [18].

De rest van deze bijdrage zal besteed wor-
den aan de hoofdstukken 1 en 2 over bogen
en koepels. Over deze hoofdstukken is een
video uitgekomen, waarin al-Kāshı̄’s beschrij-
vingen van bogen en koepels worden vergele-
ken met bestaande koepels van moskeeën en
graftombes in Samarkand en Bukhara in Oez-
bekistan. Hierbij zijn ook de graven van de
vorst Ulugh Beg en al-Kāshı̄’s collega en con-
current Qād. ı̄-Zādeh al-Rūmı̄, die de wiskun-
deleraar van Ulugh Beg was toen al-Kāshı̄ in
Samarkand aankwam. Al-Kāshı̄’s eigen graf in
Samarkand is verloren gegaan, en in het twee-
de gedeelte van de video heeft Yvonne Dold
een virtuele graftombe voor al-Kāshı̄ ontwor-
pen met gebruikmaking van zijn eigen ana-
lyses van koepels. (De video kan worden be-
steld: zie [6].) Het bestuur van de Iraanse stad
Kāshān was zo onder de indruk van de video
dat mevrouw Dold tot ereburgeres van de stad
is uitgeroepen.

De tekst van hoofdstuk 1 en 2 over bo-
gen en koepels is op dit moment nog niet
in definitieve vorm gepubliceerd. Op mijn in-
ternetpagina, [19], staat een door mij getyp-
te ruwe Arabische versie, alleen gebaseerd
op het Leidse handschrift, met een Neder-
landse vertaling, speciaal voor een Neder-
lands publiek van leraren, leerlingen en an-
dere geïnteresseerden gemaakt. Tekst en ver-
taling hebben geen wetenschappelijke pre-
tenties, en zoals uit de voetnoten blijkt zijn
er diverse onopgeloste problemen. Door ver-
gelijking met diverse andere Arabische hand-
schriften zal mevrouw Dold hieruit de defini-
tieve Arabische editie vaststellen en de ge-
corrigeerde Arabische tekst met Engelse ver-
taling publiceren.

Vijf soorten bogen van al-Kāshı̄
Volgens al-Kāshı̄ hadden eerdere wiskundi-
gen in hun boeken de boog behandeld als een
deel van een cilinder, maar zulke bogen had
hij nooit in de praktijk gezien. Hij begint daar-
om met een beschrijving van vijf typen bogen
die hij wel zelf gezien had. Deze beschrijvin-
gen zullen hier in iets gemoderniseerde vorm
worden gegeven, maar in figuren 4 en 5 zal
dezelfde notatie worden gebruikt als in de fi-
guren van al-Kāshı̄.

Voor types 1 en 2 beginnen we met een
horizontaal lijnsegmentADmet als lengte de
breedte 2r van de opening van de boog. Dit

segment wordt aan beide zijden verlengd tot I
enM zodatAI enDM gelijk zijn aan de dikte
d van de boog.

Vanuit het midden E van segment AD be-
schrijven we vier cirkelbogenDG,ML,BA,KI,
groot 60o (type 1) of 45o (type 2), en met stra-
len r en r + d. Deze bogen worden begrensd
door stralen EGL en EBK. We verlengen nu
GE en BE tot H en Z zodat EH = EZ = r
(type 1) en EH = EZ = r

√
2 (type 2). Dan be-

schrijven we met middelpunten H en Z twee
cirkelbogen met stralen HG en ZB, die ein-
digen in punt T recht boven E, waar ze een
stompe hoek met elkaar maken. Dan beschrij-
ven we nog twee cirkelbogen met middelpun-
ten H en Z en stralen HL en ZK en we stop-
pen in puntenO en S die op het verlengde van
de stralenHT en ZT liggen. Deze nieuwe cir-
kelbogen hebben gemeenschappelijke raak-
lijnen met de eerder geconstrueerde bogen
in puntenG,L, B,K. Tenslotte construeren we
de ‘amandel’OTSN door twee loodlijnenON
en SN op OT en ST op te richten. De boog
is nu klaar. Bogen van type 2 komen volgens
al-Kāshı̄ meer voor dan alle andere typen.

De derde boog lijkt op de tweede, met dien
verstande dat de middelpunten van de bogen
van 45 gradenDG,ML, BA,KI niet meer in E
liggen maar in puntenP ,Qdie op afstand r/8

van E liggen. De stralen van DG en BA zijn

Figuur 6 De derde boog van al-Kāshı̄

Figuur 7 De vierde boog van al-Kāshı̄
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I II III IV V

g m s t g m s t g m s t g m s t g m s t

eerste geval 1 37 26 6 1 35 37 28 0 34 7 38 1 1 58 4 0 24 28 42

tweede geval 1 39 2 19 1 35 55 42 0 35 55 16 1 5 55 12 0 25 9 13

derde geval 1 42 44 3 1 36 21 47 0 38 17 30 1 6 55 38 0 27 2 34

vierde geval 1 45 26 57 1 34 34 44 0 38 43 47 1 5 55 12 0 28 41 41

als bij de tweede

Tabel 1 Al-Kāshı̄ ’s tabel in sexagesimalen. Afkortingen: g = graden (delen), m = minuten, s = seconden, t = tertsen.

V IV III II I

e i ii iii e i ii iii e i ii iii e i ii iii e i ii iii

4 0 8 1 0 3 3 5 6 9 1 5 9 4 1 6 2 4 eerste geval

4 1 9 1 0 9 9 5 9 8 1 5 9 9 1 6 5 1 tweede geval

4 5 1 1 1 1 5 6 3 8 1 6 0 6 1 7 1 2 derde geval

4 7 8 1 0 9 9 6 4 5 1 5 7 6 1 7 5 7 vierde geval

Tabel 2 Al-Kāshı̄ ’s tabel in decimalen Afkortingen: e = eenheden, i = tienden, ii = tweede tienden, iii = derde tienden.

Arabische opschriften boven de tabellen I = als we de spanwijdte hiermee vermenigvuldigen, krijgen we de holle kant van
de boog; II = als we de dikte van de boog hiermee vermenigvuldigen, en het optellen bij de holle kant van de boog, en de
som met de dikte van de boog vermenigvuldigen, krijgen we de oppervlakte van de gevel ervan; III = we vermenigvuldigen de
spanwijdte hiermee, dan krijgen we de hoogte van de laagste knik; IV = we vermenigvuldigen de dikte van de boog hiermee
en we tellen het resultaat op bij de hoogte van de laagste knik, dan krijgen we de hoogte van de hoogste knik; V = we verme-
nigvuldigen het kwadraat van de spanwijdte van de boog hiermee, dan krijgen we de oppervlakte van het open deel, dat de
bouwers ‘het passeer’4 noemen.

nu r + r/8; in figuur 6 is Q middelpunt van
bogen DG en ML, en P van BA en KI. Om
de bogen mooi op elkaar aan te laten sluiten
liggen de middelpuntenH en Z op de stralen
GQ en BP , en wel zodanig dat QH = PZ =

r
√

2.
In het vierde type verdelen de punten P

en Q segment AD in drie gelijke delen. Met
middelpunten Q en P beschrijven we bogen
DGT,ABT die eindigen in T verticaal boven
E en daar een stompe hoek maken. We be-
schrijven dan, ook met middelpuntenQ en P ,
de bogen MLO en IKS die eindigen in pun-
ten O en S op het verlengde van de stralen
QT,PT . Tenslotten construeren we de ‘aman-
del’ OTSN als boven.

Het vijfde type wordt door al-Kāshı̄ niet uit-
gebreid besproken, maar komt op bestaande
bouwwerken wel algemeen voor. Voor de de-
finitie verwijzen we naar de vertaling, zie [19].
Yvonne Dold heeft een rotatielichaam van een
boog van het vijfde type gebruikt voor de vir-
tuele graftombe van al-Kāshı̄.

De bogen kunnen op verschillende manie-
ren worden toegepast. Meestal is het segment
MDAI een aantal meters boven de grond en
rust de boog op verticale muren onder AI en
DM. Vaak is het gedeelte boven IKNLM op-
gevuld met een muur.

Al-Kāshı̄’s berekeningen aan de bogen
Al-Kāshı̄ wil nu zijn lezer in staat stellen voor
de eerste vier typen bogen van gegeven span-
wijdte 2r en gegeven dikte d de volgende vijf
grootheden, die wij met Romeinse cijfers zul-
len aangeven, op gemakkelijke manier uit te
rekenen:
I = De lengte van de holle kant DGTBA
II = De oppervlakte van de gevel
DGTBAIKSNOLM

III = De hoogte ET van de laagste knik
IV = De hoogte EN van de top
V = De oppervlakte van de openingDGTBAE.
Al-Kāshı̄ gebruikt geen algebraïsche notatie,
maar hij is zich van de meetkundige equi-
valenten van de volgende formules bewust
(waarin 2r staat voor de spanwijdte AD en
d voor de dikte DM):
1. I = c1 · 2r
2. II = (c1 · 2r + c2 · d) · d
3. III = c3 · 2r
4. IV = c3 · 2r + c4 · d
5. V = c5 · (2r )2

De getallen c1, c2, c3, c4, c5 zijn constanten
die voor de vier typen verschillende waarden
aannemen.

Het probleem komt nu neer op de bere-
kening van de constanten c1, c2, c3, c4, c5. Al-
Kāshı̄ heeft deze constanten modern gezegd

Figuur 8 Afbeelding van de tabel in folio 77a van het
handschrift Or. 185 in de Universiteitsbibliotheek te Lei-
den. Gepubliceerd met vriendelijke toestemming van de
curator, prof.dr. J.J. Witkam.

in drie sexagesimalen achter de komma uit-
gerekend. Hij gebruikt geen scheidingsteken
maar geeft de sexagesimalen aan met graden,
minuten, seconden en tertsen. Daarna heeft
hij de constanten omgerekend naar drie de-
cimalen achter de komma (zoals gezegd was
hij een van degenen, die de decimaalbreuken
uitgevonden heeft). Ook hier heeft hij geen
scheidingsteken, maar noemt de decimalen
eenheden, eerste tienden, tweede tienden,
derde tienden. Daarna geeft hij de resultaten
in sexagesimalen en decimalen weer in een
tabel.

Figuur 8 is een afbeelding van deze tabel
in het Leidse handschrift van de Sleutel tot
de rekenkunde, en tabellen 1 en 2 geven de
bovenste en onderste helft van de tabel in
moderne notatie weer. In de bovenste helft
staan de sexagesimale waarden uitgedrukt in
alfabetische notatie, die alleen gelezen kan
worden door mensen die het Arabische alfa-
bet kennen.3 Omdat het Arabisch van rechts
naar links schrijft is tabel 1 ten opzichte van
het handschrift gespiegeld. Bij tabel 2 is dit
bewust niet gedaan, omdat de lezer de deci-
malen in het handschrift kan herkennen zon-
der verdere kennis van het Arabisch. De cijfers
hebben ongeveer de vormen die tegenwoor-
dig in het Midden Oosten gebruikelijk zijn. Na-
dat hij de tabel heeft gegeven, legt al-Kāshı̄
de berekening van de constanten stap voor
stap uit. In de loop van deze berekening wordt
ook voor een groot deel duidelijk waarom de
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Figuur 9 Binnenhof, Imam Moskee, Isfahan

formules I tot en met V kloppen. Al-Kāshı̄ heeft
hierbij een nauwkeurige waarde voor π en
een sinustabel nodig. Voor details verwijzen
we naar de vertaling, zie [19].

Al-Kāshı̄’s analyse van koepels
Volgens al-Kāshı̄ kunnen koepels een bol-
vorm of kegelvorm hebben, maar ze kunnen
ook ontstaan door rotatie van een boog om
de verticale as ET door het midden van het
segment AD in de figuren 4 tot en met 7. Het
bepalen van oppervlakte en inhoud van de-
ze koepels levert een interessant wiskundig

probleem op. In de Griekse wiskunde in de
oudheid waren de oppervlakten en inhouden
van kegel, cilinder, bol, en bolsegmenten be-
paald. Het werk van Archimedes waarin deze
resultaten werden bewezen was in het Ara-
bisch vertaald en in de islamitische traditie
algemeen bekend. Als we de boog in figuur 4
roteren, ontstaan uit de bogen GD en LM
bolsegmenten, en uit de rechte lijnen ON en
SN kegeloppervlakken. De oppervlakten van
deze gedeelten zouden dus in principe uit-
gerekend kunnen worden. Met bogen LO en
GT ligt de situatie minder eenvoudig, want

zij produceren een rotatielichaam van een cir-
kelboog om een as die niet de diameter van
de cirkel is. Daarom neemt al-Kāshı̄ zijn toe-
vlucht tot een numerieke benadering.

Allereerst verdeelt hij de oppervlakte van
de koepel met behulp van horizontale sneden
in plakjes. Het hoogste plakje kan benaderd
worden met een kegel en de overige plakjes
als afgeknotte kegels, en omdat de oppervlak-
te en inhoud daarvan bekend zijn, kan de zij-
oppervlakte en inhoud van elk plakje bena-
derd worden. We krijgen een benadering van
de oppervlakte en inhoud van de koepel door
al die oppervlakten c.q. inhouden op te tellen.
Al-Kāshı̄ zegt ook dat hij gevonden heeft dat
het resultaat nauwkeurig genoeg is als we de
koepel in 7 of 8 plakjes verdelen. Modern ge-
zien benadert al-Kāshı̄ een een integraal door
iets wat op een Riemannsom lijkt.

Al-Kāshı̄ heeft deze benadering uitgevoerd
voor de koepel van het vierde type (figuur 7,
10) en geeft als oppervlakte van het gekrom-
de binnenste deel (rotatielichaam van DTA)
een bedrag van (1+46/60+32/3600) = 1.775

maal het kwadraat van de spanwijdte. De in-
houd van de lege ruimte in de koepel geeft hij
als 18/60 + 23/3600 = 0.306 maal de derde
macht van de spanwijdte.

Met behulp van de moderne integraalreke-
ning kunnen we gemakkelijk uitrekenen hoe
goed deze benaderingen zijn. In figuur 10 zien
we dezelfde boog als figuur 7. Door de rotatie
hiervan om ET ontstaat de koepel waarvan
de oppervlakte en inhoud gevraagd worden.
Kies twee punten X en Y die vlak bij elkaar
op de boog liggen, en noem Z en W de lood-
rechte projecties van X en Y op TE. We note-
ren ∠XPA = θ, ∠XPY = dθ, en AD = 2r .
Dan EP = 1

3r ,AP = 4
3r = PX, en XZ =

4
3r cosθ − 1

3r . Verder geldt |XY | ≈ 4
3rdθ.

We bekijken een plakje met onderkant
door X en bovenkant door Y , zie de ellipsen
in figuur 10. Voor de oppervlakte van de afge-
knotte kegel met zelfde bovenkant en onder-
kant vinden we de benadering

2π·|XZ|·|XY | =
8
3
πr (

4
3
r cosθ − 1

3
r ).

Om de oppervlakte te vinden moeten we de-
ze functie integreren over het interval van 0
tot θ0 waarbij θ0 = ∠APT . Omdat cosθ0 =

|EP |/|AP | = 1/4 geldt θ0 = arccos 1
4 . Door

de integraal uit te werken vinden we als op-
pervlakte 8

9πr
2(4 sinθ0 − θ0) = 2

9π (
√

15 −
arccos 1

4 )·(2r )2. We gebruiken hierbij sinθ0 =√
1− cos2 θ0. Merk op dat de hoek θ0 in de

uitkomst van de integraal in radialen moet
worden uitgedrukt.

Omdat 2
9π (

√
15 − arccos 1

4 ) = 1,7836 . . .,
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Figuur 10 Oppervlaktebepaling van een koepel van het
vierde type

kunnen we concluderen dat al-Kāshı̄’s getal
1,775 een goede benadering is (vergelijk [2]).

Voor het vinden van de inhoud van de koe-

pel willen we, in de woorden van Descartes,
de lezer niet beroven van “het plezier om dit
zelf te leren beheersen, en het voordeel om de
eigen geest te oefenen door dit uit te werken.”

Voor het oppervlakte van het buitenste
deel lijkt al-Kāshı̄ dezelfde formule te geven,
maar deze is minder correct en de tekst in het
Leidse handschrift is onduidelijk.

Al-Kāshı̄’s bepalingen van de oppervlak-
ten van een koepels zouden een praktische
toepassing gehad kunnen hebben. Koepels
werden vaak betegeld, en het is handig om
te weten hoeveel tegels er ongeveer nodig
zijn, en men zou de tegelzetter een salaris
kunnen uitbetalen van een constante maal

de betegelde oppervlakte. De koepels van
belangrijke islamitische heiligdommen wor-
den soms verguld (voorbeelden in Najaf,
Qom, en Meshed), en in principe zou met al-
Kāshı̄’s coëfficienten kunnen worden uitgere-
kend hoeveel goud daarvoor nodig is. Of al-
Kāshı̄’s wiskundige resultaten over koepels
ooit zijn toegepast, is niet duidelijk. Om dit
na te gaan zou men nog veel zoekwerk in bi-
bliotheken in Oosterse landen moeten doen.
In elk geval heeft een vraag die uit de isla-
mitische architectuur afkomstig is, al-Kāshı̄
geïnspireerd tot een stukje grensverleggende
wiskunde. k

Noten
1 Voor de eerste brief zie [1] (Engelse vertaling),

voor de tweede brief [15] (Perzisch origineel
met Turkse en Engelse vertaling) en [9] (Engel-
se vertaling).

2 Tot nu toe is verschenen: van hoofdstuk 1 ana-
lyse in [7]; voor hoofdstuk 2 analyse in [2], [4],
[7]; voor hoofdstuk 3 analyse in [3] met hier-
in ook een letterlijke Engelse vertaling van het
hoofdstukje en een Arabische tekst; verdere
analyse in [5] en [7].

3 Voor degenen die Arabisch kennen, volgt
hier de waarde van de letters, voorzover no-
dig: alif = 1, bā’ = 2, jı̄m = 3, dāl = 4, hā’ = 5,
wāw = 6, zā’ = 7, h. ā’ = 8, t.ā’ = 9, yā’ = 10,

kāf = 20, lām = 30, mı̄m = 40, nūn = 50. De nul
wordt weergegeven door hetzelfde teken dat al
in de Griekse oudheid gebruikt werd, namelijk
een o (afkorting van ouden = niets), verbonden
met een streepje erboven. Een getal als 23 werd
weergegeven met het symbool voor 20 gevolgd
door het symbool voor 3. Tenslotte staat een
getal zoals 1 graad 23 minuten 56 seconden 19
tertsen voor 1 + 23

60 + 56
3600 + 19

216000 .

4 Hier staat in het handschrift een mij onbeken-
de term, bāsı̄r of pāsı̄r, waarmee ‘opening’ be-
doeld moet zijn. Ik neem aan dat het een Per-
zisch woord betreft en heb het min of meer
letterlijk in het Nederlands weergegeven. Per-

zisch is een Indo-Europese taal en daarom lij-
ken een aantal woorden in het Perzisch en het
Nederlands op elkaar. Moderne praktijkvoor-
beelden die ik ben tegengekomen: be-nām-e
Godā (staat boven elke officiële brief) = In de
naam van God, dogtar = dochter, behtar = be-
ter, moertsje = miertje, geili goeb = heel goed.
Zo kan men hele zinnen maken: Goda geili
goeb est = God is heel goed.
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