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Inleiding
Het tijdschrift Eucliiles is genoemd naar een Griekse

wiskundige die omstreeks 300 voor Christus in
Alexandrië in het noorden van Egypte verbleef. Zijn
hoofdwerk, de Elementen, was tot in de negentiende

eeuw na Christus een belangrijk leerboek. De

Elementen behoren, samen met de Torah en de Veda's,

tot een selecte groep teksten die meer dan twee

millennia lang zijn bestudeerd!

De Elementen is geen boek voor beginners of voor
de praktijk. Euclides presenteert de wiskunde als een

intellectueel bouwwerk van tijdloze en immateriële

definities, axioma's, stellingen en bewijzen. Zijn boek

is het resultaat van twee eeuwen discussies op hoog

niveau over wat wiskunde is en hoe je het moet doen.

We geven hier geen inhoudsoverzicht van de dertien
'boeken' (eigenlijk grote hoofdstukken) van de

Elementen, en ook geen opsomming van verschillen

met de moderne wiskunde. Daarover is al veel
geschreven, ook in het Nederlands. In plaats daarvan

zullen we het bewijs van eén stelling uiï de Elementen

bespreken, te weten stelling 2 van Boek 12. Deze

stelling is uitgezocht om een idee te geven van de

diepte van de Elementen van Euclides. Hieronder geven

we een samenvatting en commentaar. Wie wil weten

wat Euclides precies gezegd heeft, kan een letterlijke
Nederlandse vertaling van de Griekse tekst vinden op

[1]. We hopen hiermee de lezer of lezeres nieuwsgierig

te maken naar de rest van de Elementenl

Stetting 2 van Boek 12
Wanneer Euclides 'cirkel' of 'veelhoek' zegt, bedoelt

hij vaak wat wij zouden weergeven als opperulakte

van de cirkel, of oppervlakte van de veelhoek. Euclides

had niet het moderne begrip van reëel getal. Voor

hem had een cirkel ofveelhoek geen oppervlakte,

maar een cirkel ofveelhoekwas een oppervlakte, en

dat was geen getal maar een speciaal soort grootheid.

Grootheden van dezelfde soort konden bij elkaar

worden opgeteld, van elkaar worden afgetrokken, en

met elkaar worden vergeleken, maar niet met elkaar

worden vermenigvuldigd. In de rest van dit stuk zullen

we af en toe dit spraakgebruik van Euclides volgen.

In stelling 2 van Boek 12 bewijst Euclides dat twee

cirkels dezelfde verhouding hebben als de vierkanten

van hun middellijnen. In moderne notatie betekent

dit dat de oppervlakte van een cirkel met middellijn d

gelijk is aan cil2 voor een constante c (modern c: f, ).

Tegenwoordig zou dit resultaat met integraalrekening

worden bewezen. We geven het bewijs van Euclides in
iehvat gemoderniseerde notatie, maar voor de punten

in de figuur gebruiken we precies dezelfde Griekse

letters als Euclides. Het doel van dit artikel is immers

dat de lezer of lezeres de grondtekst gaat Iezen!

Euclides bekijkt twee cirkels ABIA en EZHO met

middellijnen BA en Z@ . Hij wil bewijzen dat de cirkel

met middellijn BA zich verhoudt tot de cirkel met

middellijn ZO als het vierkant met zijde BA tot het

vierkant met zijde Z@ (zie frguur l).
We beginnen met een kleine toelichting vooraf.
Euclides construeert straks (met passer en liniaal) een

rij regelmatige n-hoeken in de beide cirkels, met n = 4,

B, ... In stelling 1 van Boek 12 heeft hij al bewezen dat
(de oppervlaktes van) die n-hoeken zich verhouden

als (de oppervlaktes van) de vierkanten met zijden

BA en ZO . Het bewijs volgt gemakkelijk uit de stof
van de eerdere Boeken, en we zullen het daarom

niet bespreken. (Stelling 1 is modern in te zien door

de n-hoek in rt taartpunten te verdelen vanuit het

middelpunt; elke taartpunt heeft oppervlakte d2 maal

*tno2l waarbil d de middellijn van de cirkel is.) In degn
vijfde eeuw voor Christus had de wiskundige Antiphon
de cirkel ook al benaderd met een rij regelmatige

n-hoeken. Hij nam aan dat als n heel groot wordt, de

zr-hoek op den duur met de cirkel zal samenvallen.

omdat de n_hoeken in de beide cirkels zich als de 
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vierkanten met zUden BA en ZO verhouden, zouden

we stelling 2 van Boek 12 nu simpelweg kunnen

afleiden door r'l heel groot te laten worden' In de eeuw

na Antiphon begonnen bezwaren te ontstaan tegen dit

soort softe redeneringen. Euclides' bewijs is dan ook

veel strenger.

Het bewijs van Euctides
We zullen (de oppervlaktes van) ABIA en trZHO

noteren als C en C', en (die van) de vierkanten met

zijden BA en Z@ als BA2 enZ@2. Euclides wil

bewijzen dat C: C/: BAz tZ@2 (zie figuur 2)'

Hij stelt eerst dat dit niet waar is. Als niet geldt

BL2:Z@2:C:Ct; dan moet, zo redeneert Euclides,

BLz :Z@2: C: X voor een zekere figuur E die niet

gelijk is aan (niet dezelfde oppervlakte heeft als) C" Hij

tekent E als een rechthoek. Nu onderscheidt hij twee

gevallen.

Geual 1: stel C/>X '
Dan is het verschil C'-D een (positieve) oppervlakte

(die wU e zullen noemen).

Euclides wil nu in cirkel EZHO een n-hoek

construeren die groter is dan ! .

Hij beschrijft eerst met passer en liniaal vierkant

V+:trZH@ in de cirkel, en hij merkt op datVn >|C/
omdat Vn de helft is van het omgeschreven vierkant,

dat zeker groter is dan C. AIs Vn>E ,is hij klaar' Zo

niet, dan construeert hij, door de bogen EZ,ZH," ' met

passer en liniaal te halveren, de regelmatige achthoek

Ve:trKZÀHMON '

Hij bekijkt in de achthoek twee zijden met hoekpuntK

en tekent de rechthoek gevormd door EZ, de raaklijn

in K en de verlengdes van HZ en OE ' Nu is driehoek

ZKtr de helft van de rechthoek, en deze is groter dan

het cirkelse$mentZKE. Door dezelfde redenering op N,

M, en A toe te passen en op te tellen, volgt
(v8-v)>+(c'-v4)
We kunnen op dezelfde manier verdergaan en de
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regelmatige zestienhoek V,u construeren' Dan blijkt
(v16 -vB)>+(ct -v8)
Algemeen krij gen we (Vrn -v,) > +(C' -V, ) . Euclides

tekent de figuur voor n = 4 maaÍ zijn redenering is

algemeen.

We hebben dus een grootheid C', waar we meer dan de

helft van afnemen. En van de rest (C' - Vr) halen we

ook meer dan de helft af. Van wat daarna overblijft,

namelijk (C' - %), halen we ook meer dan de helft af,

en zo gaan we steeds door. Met behulp van Stelling 1

van Boek 10 leidt Euclides af dat we uiteindelijk een

restje overhouden dat kleiner is dane. Zijn redenering

is als volgt.
Omdat C'en e grootheden van dezelfde soort zijn

(namelijk oppervlakten), neemt Euclides aan dat er

een veelvoud ps bestaat met pe>C/ . Dit veelvoud

krijgen we door e een bepaald aantal (p - 1) maal

bij zichzelf op te tellen. Stel dat we meer dan de helft

van C' afhalen, en van de rest weer meer dan de helft'

en dit totaal p keer doen, en daarna een laatste restje

overhouden. Dan hebben we C'in p delen verdeeld,

en van deze delen is het laatste restje het kleinste, en

daarom zeker kleiner dan het p-de deel van C'. Dit

restje is dan ook kleiner dan e .

Nu terug naar Boek 12. Er is dus een veelhoek V, met

n een macht van 2, zodatC'-Vn<r. Dan is Vr>E (')'
In de cirkel met diameter BA construeert Euclides nu

(met passer en liniaal) een regelmati$e n-hoek I{ met

n zijden; uiteraard geldt l'Y, < C.

Uit stelling 1 van Boek l2 volgt: BL' :Z@' :Wn:V, '

Maar we hadden aangenomen BL2 :Z@2: C:X '

Dus C:X: lV, : Vr Omdat C , Wn volgt nu t > 4 '

Tegenspraak met ("). De aanname van geval I kan dus

niet waar zijn.

Geual 2: stel nu datD>C/.
Dan moet Z@2:BL2:E:C:C/:X/ voor een figuur

t/<C, en we zijn terug bij geval 1. Dus ook de

aanname van geval 2 kan niet waar zijn. De enig



mogelijke conclusie is dus BA2 :Z@2 :C:C' ' q'e'd'

Merk op dat het begrip oneindig in het bewijs niet

voorkomt!

En verder?
In de tweede helft van de negentiende eeuw werd de

draad van Euclides en de andere oude Grieken weer

opgepakt, en ontstond het moderne limietbegrip'

funr-*Vn: C/ betekent modern: voor elke e > 0 is er

een'N in de natuurlijke $etallen zodat voor z > N geldt

lC'-Vnl<e . Het verband met Euclides is duidelijk; een

verschil is dat de 'grootheden'van Euclides vervangen

zijn door reële getallen.

In de rest van Boek 12 behandelt Euclides op

soortgelijke manier de (inhouden van de) piramide en

de kegel, en hij bewijst dat bollen dezelfde verhouding

hebben als de kubussen van de middellijnen' Vooral

voor de bollen moet hij harder werken dan in het

relatief eenvoudige bewijs dat wij gezien hebben'

Wie dit in de grondtekst naleest, krijgt ontzag voor

de Griekse wiskundigenl Een halve eeuw na Euclides

drukte Archimedes de oppervlakte van de cirkel en

de oppervlakte en inhoud van de bol uit met behulp

van de omtrek van de cirkel, en hij bewees dat de

verhouding tussen omtrek en middellijn van de cirkel'

die wij met 7r weergeven, tussen 3f; en 3+ ligt'

Euctides en de kunst van het bewijzen

De Romeinen hadden geen belangstelling voor de

bewijzen van Euclides en Archimedes' In de negende

eeuw na Christus werd de Elementen uit het Grieks in

het Arabisch vertaald, en pas in de twaalfde eeuw uit

het Arabisch in het Latijn' Euclides heeft wiskundigen

in drie culturen, de Griekse, de Islamitische en de

middeleeuws Europese, onderwezen in de kunst

van het bewiizen. Zijn werk heeft in West-Europa

de ontwikkeling van de wiskunde bepaald' Ook de

wiskundigen die in het Arabisch schreven' hadden

groot ontzag voor Euclides, en verbasterden zijn naam

soms tot iqlíd, 'sleutel"

Noot

[1 ] www.math-uu.nl/people/hogend/gw /Elementen 1 2-2'pdJ
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